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مه 339 


مصد مه 


القیاس هو مفهوم أساسي في الریاضیات حيث نستطیع من خلاله تعيين 
مدی كبر أو صغر حجم de gene‏ ما في فضاء قياس معيّن كما يسح 
Ul‏ بتعمیم مفهوم التکامل إلى أقصى حدوده. لا یخفی على أحد بان 
للتکامل دورًا مرکزیا في Be‏ ميادين من الریاضیات» فهو يعد من 
الركائز الاساسية التي بني علیها التحلیل الرياضي. ونظرً! للاهمَية 
البالغة من وجهتي النظر التجريدي والعملي صار التکامل مقرر! رسميًا 
لطلبة الجامعة حيث يُدرس تکامل ریمان في السنة الأولی ويُدرس تکامل 
لوبيغ في السنة الثانية أو الثالثة. 

ail‏ ساهم الکثیر من العلماء في تطوير النظرية العامة للمکاملة نذکر 
منهم كوشيء col)‏ لوبيغء «dug:‏ ایغوروف؛ كانتورء دانيال» فاتوء فبتالي 
ریس. cold‏ كرائيودوريء رادون؛ نيكوديمء فوبیني» «igh‏ وغیرهم من 
اللاحقین. 


في الو اقع یعتبر تکامل ریمان (Riemann)‏ [جورج فردريك برنمارد: 1826- 
6 الاکثر le gui‏ بين الطلبة» المهندسین الفیزیائیین وغیرهم» كما 
نكاد نجزم أنه التکامل الوحيد المستعمل في جل آعمالهم بالرغم من 
بعض سلبیاته وذلك لبساطة تعریفه. ترجع في الواقع أصول مفهوم 
التکامل بعيدا في الزّمن إلى فترة ارخمیس (Archimedes)‏ 
[ارفمیرس:287 ق.م-212 قم] وحتی قبل ذلك بکثیر Cus‏ استعملت 
المضلعات لحساب بعض المساحات US‏ استعمله لاحقا نبوتن (Newton)‏ 
[اسحاق نیوتن: 1727-1642[ (Leibniz) juu s‏ [غوتفريه لایبنتز:1646- 
6 في أعمالهما. لقد جاء بطبيعة الحال تكامل ريمان الذي نعرفه 
اليوم ليعمّم تكامل كوشي (Cauchy)‏ [بارون اغستين كوشي:1857-1789] 
المتداول في تلك الآونة. 

ودأبت العادة أن یدرس تكامل ريمان خلال السنة الأولى من التعليم 
الجامعي» ولقد تعثم الطالب )45 عندما تكون الدالة f‏ المطلوب مكاملتها 
موجبة على الفترة J-[a,b]‏ فان تكامل ريمان ما بين © و b‏ هو 
المساحة الهندسية المحصورة ما بين منحنى الدّالة» محور الفواصل X‏ 
والمستقيمين العموديين X=‏ وط=×. 
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ARTT TI‏ لديم لقره ۶ ای فرت چ 
x9-a Cus «d paooxia])‏ و = وبم»د. وباعتبار نقطة اختيارية 


n 

i-0 
f(x) نحصل على قيمة تقديريّة‎ [ixa] من الفترة الجزئية‎ x; 
على [یبر«,د]» ومن ثم نعبّر عن مساحة المستطيل‎ f(x) للدالة‎ 
بالمقدار‎ y=f(x) ۷-0 «x2x,, «xo x, الجزئي المحدد ب‎ 


f(x (xax)‏ نسمي مجموع هذه المساحات بمجموع ریمان» كما 
Shy‏ هذا المجموع قيمة تقديريّة للمساحة المحصورة ما بين منحنى 
«AM‏ محور الفواصل والمستقيمين x=a‏ و 0 -ديدزر. تجدر الإشارة al‏ 
Dj‏ هذه القيمة التقديرية تقترب أكثر فأكثر من المساحة المطلوبة LAS‏ 
اقتربت خطوة التقسيم |ر× - max x,‏ من الصفر. 

يتضح من خلال التعريف الهندسي لتكامل ريمان آن مساحة المستطيل 
الجزئي تكون أكثر دقة كلما كان الفرق بين f(x)‏ و f(x)‏ على 
[xx]‏ أصغرء وهذا يذكرنا بخاصية أساسية من خواص الدالة ألا 
وهي خاصيّة الاتصال. 

يمكننا بفضل هذه الطريقة الهندسيّة حساب تكامل الكثير من الدوال 
المعروفة مثل كثيرات الحدود» التوال المتصلة وغيرها. 

قبل التعبير عن التكامل بالطريقة الهندسية كان يُنظر إليه كعمليّة عكسيّة 
للاشتقاق ونذكر هنا "النظريّة الأساسيّة للحساب" التي تنص على Gh‏ 
المكاملة والاشتقاق هما 'تقريبًا" عمليتان عكسيتان تحت شروط معيّنة 
تخص الدالة ودالتها الأصلية» غير أته سرعان ما لوحظ uau OQ‏ 
التوال المتقطعة بقفزات منتهية لا يمكن لها أن تكون مشتقة Ala]‏ 
معيّنة» وبالثالي لا تقبل المكاملة بمفهوم ريمان. 

والتساؤل الجدير بالطرح هو: ما مدى سعة هذا الصنف من التوال 
القابلة للمكاملة؟ 

نلاحظ على سبيل المثال US G‏ التوال المتصلة على فترة ۸ أو التي 
تقبل عددا من التقطعات مكافئا لمجموعة الأعداد الطبيعية CN‏ وكذلك 
الذوال ذات التغیرات المحدودة» هي دوال قابلة للمكاملة بمفهوم ريمان. 
وهنا Gay‏ للقاری أن یتساءل عن لزوم هذه الشتروط من عدمها. في 
الحقيقة يودي هذا السؤال إلى مسألة أكثر دقة وهي كيفيّة تمییز" التوال 
القابلة للمكاملة بمفهوم ريمان . 
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على الرّغم من Dj‏ تكامل ریمان كاف في كثير من الأحيان إلا أن التوال 
القابلة للمكاملة بمفهوم ریمان» باختصار (ر)-قابلة للمکاملة» هي قليلة جذا 
إذ أته من الستهل إيجاد دوال بسيطة غير قابلة للمكاملة» نذكر على سبيل 
المثال cj‏ دالة ديركليه (Dirichlet)‏ [بيتر غوستاف ديركليه: 1805- 1859[ 
التالية: 
xonpo 09 «v : [0,1] [0,1]‏ - (»«) بباء 

Zano 939‏ الدالة المميّزة لمجموعة الأعداد النسبية © في الفترة 
[0,1]» ليست قابلة للمكاملة بمفهوم ريمان كما سنبيّنه لاحقا. 
سوف نری Alla US OQ‏ محدودة على فترة J-[a,b]‏ هي (ر)-قابلة 
للمكاملة على J‏ إذا وإذا فقط كانت مجموعة نقاط تقطعه مهملة بمفهوم 
(Lebesgue) aug)‏ [هنري ليون لوبیغ: ۰]1941-1875 بمعنى c)‏ قياسها 
معدوم بمفهوم لوبیغ. 
في الواقع» یعاب على تكامل guy)‏ لعدم تفاعله بصفة مقبولة مع 
التهايات. فعلی سبیل المثال إذا ما أعطینا متتالية من التوال {fy}‏ ال 
(ر)-قابلة للمكاملة فان نهاية هذه المتتالية ليست بالضترورة (ر)- AU‏ 
للمكاملة. نذکر في هذا السیاق أنه من الستهل التأكد من آن US‏ عناصر 
المنتالية df)‏ 

1, XE {ff Tn} 


0, xe[0,1]\{Fq,F2 n.) 


للأعداد النسبية في الفترة ]0,1[« أي ,]= Q‏ ]0,1[( هي دوال 
(ر)-قابلة للمكاملة غير أن نهايتها All) w(x)‏ ديركليه) المعرّفة أعلاه 
ليست كذلك كما سبق. 

نشير إلى Qj‏ هذه القضيّة هي ذات أهميّة كبيرة في ميادين كثيرة 
ونخص بالذکر سلاسل فورييه (Fourier)‏ [بارون ج. جوزيف فوریبه: 1768- 
Cus [1830‏ من اللزوم تحقيق هذه الخاصيّة حتى تكون المساواة 


|00 (حيث يمثل {ri},‏ ترقيما 


. lim f f,(x)dx = [? lim f, (x) dx 
4 n اا‎ 1 ١ 
ينبغي للقارئ أن يعلم أن التقارب المنتظم هو عمليا شرط قوي جدا‎ 
وغير متوقر في أغلب الأحيان. إضافة إلى هذا فان تكامل ریمان هو‎ 
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غير قادر علی التفاعل مع المجاميع È‏ غير المنتهية gall‏ ال» أي ol‏ هذا 
الطرح غير قادر على الإجابة عن sua‏ لات التالية: 
- هل مجموع سلسلة من الذوال (ر)-القابلة للمكاملة هو دالة (ر)-قابل 
للمكاملة؟ 
- هل بامکاننا المكاملة حدًا Say‏ في مثل هذه الحالة ومتى تتحقق 
المساواة التالية: 
E XR f, (x)dx = 2 f, (x)dx‏ ؟ 
هذه القضيّة هي ف في الواقع مرتبطة فوا ما بالقضيّة Ait‏ بالتأكيد» 
بامکاننا إيجاد ad‏ من الذوال القابلة للمكاملة بحيث يكون مجموعهما 
غير المنتهي دالة غير قابلة للمكاملة كما یتضح في المثال التالي: 
نعتبر المتتالية ر [,9) المعرفة على الفترة ]0,1[ ب 
MAE.‏ 1 < م9 فة Mel‏ 
= > 1 فة 
uda) «(Vn>1) «g,(x) o, xe[0,1]\{r,}‏ معر °( 
من الواضح أن US‏ مجموع جزئي لهذه العناصر هو دالة (ر)-قابلة 
للمكاملة بینما يتظابق مجموع السلسلة Z g(x)‏ مع دالة ديركليه وهي 
n-‏ 
غير (ر)-قابلة للمكاملة. 
من جهة أخرىء إذا كانت All. f(x, y).‏ معرّقة على المستطيل 
={(x,y)eR? :a<x<b,c<y<d}‏ 


بحيث التكاملان [fGoy)dx‏ و (E Goy)dx‏ موجودان من أجل 
US‏ نقطة cye]e,d[‏ فاتنا لا نحصل عمومًا على العلاقة: 
b b ĝ‏ 
f(xy)dx= f, ZQy )dx‏ را ty‏ 

تجدر الإشارة هنا إلى Cj‏ مسألة الاشتقاق داخل التکامل هي كذلك مسألة 
ذات أهمّية كبيرة من الوجهتين التظرية والتطبيقيّة Le xa‏ أثناء 
اشتقاق تحويلة فورييه (Fourier)‏ استعمال أضعف الشروط الممكنة 
للحصول على مثل هذه الخاصية. 

إضافة إلى US‏ هذه Tu‏ الصريحة لدى تكامل ریمان» فإته إذا ما 


() اج frf-‏ فا تحصل ale‏ قضاء ام 
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للتغلب على US‏ هذه التقائص قام عالم الرياضيات الفرنسي dug)‏ 
(Lebesgue)‏ بتعريف جديد لمفهوم التكامل وذلك في رسالته للدكتوراه 
سنة 1902. لقد سمحت أفكاره الجديدة بمكاملة عدد كبير من الدذوال مع 
المحافظة على قيمة التكامل عندما تكون الدالة (ر)-قابلة للمكاملة. 

لقد أفلح لوبيغ في تمييز التوال ال(ر)-قابلة للمكاملة عن غيرها في 
مبرهنة ذات أهمّية بالغة والتي تنص على ما يلي: تكون دالة محدودة 
على J=[a,b]‏ (ر)-قابلة للمكاملة على J‏ إذا وإذا فقط كانت مجموعة 
نقاط تقطعها مهملة بمفهوم لوبيغ. 

لقد ساهم المفهوم الجديد للمكاملة على تفادي العديد من النقائص 
والشبهات التي تراكمت حول تكامل ريمان حيث عجز هذا الأخير عن 
الإجابة عنها. لقد سمح تكامل لوبيغ بالتعامل مع نهايات وسلاسل الذوال 
تحت رمز التكامل بكيفيّة عملية غاية في الدقة. إضافة إلى هذا فإته في 
حالة قابلية المكاملة لدائة ما بالمفهومين فان التكاملين متساويان. 

وهكذا فان US‏ دالة قابلة للمكاملة بمفهوم ريمان على J‏ هي بالضّرورة 
قابلة للمكاملة بمفهوم dug)‏ وهذا يجعل مجموعة الذوال الرر)-قابلة 
للمكاملة مجموعة جزئيّة من مجموعة التوال ال(ل)-قابلة للمكاملة (gl)‏ 
القابلة للمكاملة بمفهوم لوبيغ). 

بما أن المكاملة بمفهوم لوبيغ لا تقتصر فقط على الدوال المعرفة على 
۳ أو أجزاء منهاء بل تتعذاها إلى مجموعات تجريدية بحتة» فقد عمد 
لوبيغ إلى توظيف نظريّة القياس التي قد بدأها بوريل (Borel)‏ [إميل فيلكس 
بوریل: 1871- 1956[ من قبل» وقام بتجزئة مجموعة المستقر للدلة ef‏ 
وذلك عکس ما یفعله ريمان عند مکاملته لدالة معيّنة. 

وخلاصة القول» كما قال آحدهم عن الفرق بين الرویتین للتکامل هو: 
Ol‏ حساب ریمان یو افق كيفية عد بائع الخضروات للمال الذي حصل عليه 
آخر النهار فهو يعد US‏ شيء بدون jud‏ بين مختلف الفنات Ua)‏ 
حساب dug)‏ فهو یوافق عد المحاسب» Cus‏ یرثب الحصيلة Gay‏ 
الفئات المتشابهة أوّلاء ثم يعد US‏ فئة على das‏ وفي الأخير یقوم 


يتناول هذا alyd‏ نظريئي القياس والمكاملة Cus‏ يضم المفاهيم 
الأساسية لهاتين التظرتين وبإمكانه أن يكون كتابا مقرّرًا لطلبة 
البكالوريوس أو طلبة التراسات العليا LS‏ يمكن لطلبة الهندسة والفيزياء 
الذين یتعاملون مع هذه المفاهيم أن يستفيدوا منه کثیر!. لقد بذلنا 
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مجهوذا كبيرا لجعله في متناول القارئ من غير اللجوء إلى مدرس 
خصوصي بشرط أن يكون لديه خلفية جيّدة في الحساب المتقدم. 

ail‏ نمت البذور الأولى لهذا الكتاب من خلال المقرّرات التي درسناها 
كطلبة وكذلك التي علمناها لطلبتنا لسنوات طويلة بجامعة باجي مختار» 
عنابة. الجزائر» وكذا جامعة الملك فهد للبترول والمعادن. المملكة العربية 
السعودية. لقد تطلب إعداد هذا المؤلف العديد من المفاهيم الأساسية من 
الجبر والتحليل کالعملیّات على المجموعات والتوال» التقارب. الاتصال 
الخ. ولتسهيل استرجاع هذه المفاهيم لدى القارئ جمعنا هذه المواضيع 
في الفصل الأول حتى نوقر عنه مشقة البحث عن هذه المفردات» 
إضافة إلى هذا فقد Lid‏ بتخصیص فصل کامل للتذكير بتكامل ريمان 
وخصائصه الأساسية بغية مقارنته بتكامل dug)‏ في ما بعد. 

هناك طريقتان لتقديم نظرية القياس والمكاملة» أولاهما: البدء بنظرية 
القياس ثم نظرية المكاملة» وتعرف هذه الطريقة باسم 'طريقة 
كارائيودوري GÍ '(Carathéodory)‏ الثانية: فنفعل العکس» وتعرف باسم 
طريقة دانيال ."(Daniell)‏ 

في الواقع للطريقتين محاسن ومساوئ ولكلتيهما أنصار ومدافعون. 
فانصار الطريقة الاولی هم الاحتماليون الذين يقولون إن هذه الطريقة 
أسهل للقارئ فهما وإتها متماسكة وملموسة أكثر من الثانية. Giy‏ أنصار 
الطريقة الثانية وهم التحليليون فهم يعيبون على الطريقة الأولى بأئها 
تنقص من شأن تكامل ریمان ولا تستعمله إلا حين المقارنة بتكامل dug)‏ 
كما آتها تبدأ بأمور تجريدية بحتة كالعشيرة والقياس الموجبء Ui‏ 
طريقة دانيال فإتها تشجّع القارئ على التفكير بمنطق الذاليات الخطية 
(linear functionals)‏ - 

فيما یخصننا فلقد اخترنا طريقة كرائيودوري لتقديم مفهوم التكامل لكونها 
آکثر بيداغوجيّة وأسهل للمبتدئین» ضف إلى ذلك فائها تصلح للمختصَ 
في التحليل الذالي وغيره من المجالات GAY!‏ دون إقصاء 
للاحتماليين. 

لقد اجتهدنا في استعمال مصطلحات علمية توفيقية وبسيطة راجين من 
الله Ge‏ وجل أن يتقبّل منا هذا العمل وينفع به أبنائنا وبناتنا الطلبة حيثما 
وجدوا ... وما توفيقنا الا بالله. 

وأخیر! هذا ما وققنا الله إليه» ولقد حرصنا Sd)‏ الحرص على تجتب 
الأخطاء مهما كان مصدرهاء وكذا القضايا المبهمة أو المضللة. غير 
Ll‏ ندرك GF‏ العمل البشري لا بد أن يعتريه النقص والزلل» لذا نرجو 
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ممّن يقف على هفوة فيه أو خطأء أن يراسلنا عن Gob‏ البريد 
الإلكتروني المذكور أسفله» Ul y‏ سنتقبّل بصدر رحب US‏ تصويب أو 
اقتراح وسنأخذه بعين الاعتبار في الطبعة المقبلة إن شاء الله. 


سوف ننشر هذه التصويبات والتحسينات على الموقع 
http://faculty.kfupm.edu.sa/math/tatarn/‏ 
وفي الختام» نود تقديم شكرنا الخالص لجامعة الملك فهد للبترول والمعادن 
لتمويل هذا المشروع النبيل» كما نشكر أعضاء لجنة التحكيم الذين 
أفادونا بنصائح وملاحظات قيّمة ساعدتنا على تدارك بعض النقائص 
والهفوات. 
المؤلفان: 
mazouzi2bl11@gmail.com «< tatarn@kfupm.edu.sa‏ 
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N={0,1,2,...} .‏ مجموعة الأعداد الطبيعية 

N:=Nu {+o} و‎ N':-NMO0). 

ء 7 مجموعة الأعداد الصحيحة 

۰ © مجموعة الأعداد النسبيّة 

R.‏ مجموعة الأعداد الحقيقية 

. (+ره-4ن R = 8R‏ المستقيم الحقيقي الموستع 

C,‏ مجموعة الأعداد المركبة 

2 الجزء التخيّلي ل‎ Imz و‎ z الجزء الحقيقي للعدد المركب‎ Rez. 
E أسرة كل المجموعات الجزئية للمجموعة‎ P(E) ء‎ 

A أصلي المجموعة‎ card(A) أو‎ |A| « 

(E, Y) .‏ فضاء قابل للقياس X)‏ عشيرة على (E‏ 

E و مم قياس موجب على‎ E فضاء قیاس. < عشيرة على‎ (E,Z,u) ٠ 
الجبر (على الترتیب؛ العشيرة) على‎ (ople) الترتيب»‎ ule) acle) . 
© المولد )5( بالمجموعة‎ E 

Br(E) .‏ العشيرة البوريلية على E‏ المولدة بالطبولوجیا T‏ 

ء م-تأك» تقريبا أينما (حيثما) كان» (u-a.e.)‏ 

R عشيرة لوبيغ على‎ c. 

R على‎ à» (A 5) m. 

m* ,‏ قياس لوبيغ الخارجي على R‏ 

ce.‏ ۰.۰۷ قياسات موجبة 

34 م قياس‎ ٠ 


cut,‏ *۷ .... قياسات خارجية 
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٠‏ ,8 عشيرة المجموعات الجزئية ال "مم-قابلة للقياس 
٠‏ م2 قياس لوبيغ على R^‏ 

۶ Wall الجزء الموجب‎ ft, 

f Wal الجزء السالب‎ ۴ . 

RÈI) .‏ مجموعة التوال القابلة للمكاملة بمفهوم ريمان على الفترة J‏ 
ء (ر)-قابل للمكاملة: نستي كل عنصر من (7۳)1 دالة (ر)-قابلة للمكاملة 

ء (مر,,ع)* £ أو (E)‏ € مجموعة التوال القابلة للمكاملة بمفهوم 
لوبيغ على المجموعة E‏ 

. (ل)-قابل للمكاملة: نسي كل عنصر من (E)‏ © دالّة (ل)-قابلة للمكاملة 

L’ (E,Z,u) .‏ فضاء (لوبيغ) التوال ذات الأس م قابلة للمكاملة على 
E‏ وفق القياس الموجب بر 

٠‏ و۸ نصف المعيار المعرق على (E,Z, H)‏ "€ ڊ 


A fl du‏ -(1) ماق 


E (le. Gall فضاء التوال المحدودة‎ (EE u) . 
ڊ‎ £ (EZ, u) نصف المعيار المعرف على‎ ۸ ٠ 
N.(f)= inf sup|f(x)| 
Aex xeA 
u(A)-0 

p Lal فضاء صفوف تكافؤ التوال ذات‎ (1« poo) L (2,۸,ع)‎ ٠ 
E للمكاملة على‎ AL 
Ifl, =¥ elf du ب‎ P (E, Zo p) المعیار المعرق على‎ |||, ٠ 
E فضاء صفوف تكافؤ التوال المحدودة ساسا علی‎ (E, E, y) . 
L (E,Z, u) معيار الفضاء‎ | |. ٠ 
E فضاء الدوال العدديّة القابلة للقياس على‎ OU(E,Z) , 
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ء OIL (E,X)‏ مجموعة الذوال العدديّة الموجبة القابلة للقیاس على (E,Z)‏ 
٠‏ (96,,)۶,2 مجموعة الدوال العددية المنتهية القابلة للقیاس على (E,E)‏ 
S(E,E) .‏ مجموعة الدوال البسيطة القابلة للقیاس على (E,Z)‏ 

S*(E,Z) .‏ مجموعة الذوال البسيطة الموجبة القابلة للقیاس على (E,Z)‏ 
ء OF‏ أي f,‏ تؤول إلى ۶ بانتظام 

f, —9f.‏ أي fo‏ تؤول إلى ۶ ببساطة (نقطیا) 

(Vis قياس الضرب ( ضرب القياسين بر‎ uv. 

ء (ExF, 21 822, © py)‏ فضاء قياس الضرب 

. (۶) ۷۵ التغيّر الكلي ل f‏ على الفترة [mb]‏ 

v. القیاس بر مطلق الاتصال بالنسبة إلى القیاس‎ precy. 
شاذان تناظریا (آو مر وما قیاسان‎ vy القیاسان بر‎ wiv. 
أجنبيان)‎ 

| التغيّر الكلي للقياس الموشر بر 

[a,b] مجموعة الدوال ذات تغيّرات محدودة على‎ BV([a,b]) ٠ 
[a,b] على‎ f ل‎ AS التغيّر‎ vf. 

[a,b] مجموعة الدوال مطلقة الاتصال على‎ AC([a,b]) ٠ 





الفصل الأول 
مفاهيم dole‏ 


1- عمليات على المجموعات 


C]‏ المجموعة بمفهوم مؤسس النظرية العامة للمجموعات العالم الرياضي 
الألماني کانتور! (Cantor)‏ هي عبارة عن تجميع لأشياء متمايزة 
تماماء محسوسة أو مجردة. تسمى هذه الأشياء بالعناصر» وهکذا فان 
المجموعة هي تجميع لهذه العناصر مع بعضها. 
نسمي المجموعة التي لا تحتوي على أي عنصر بالمجموعة الخالية 
ونرمز لها ي ©. تجدر الاشارة إلى آن US‏ عنصر من مجموعة 
معيّنة لا يحتسب إلا مرة واحدة Gly‏ ظهوره أكثر من مرة لا يغيّر في 
إذا كانت م مجموعة غير خالية فنرمز لمجموعة كل المجموعات 
الجزئية (subsets)‏ في E‏ ي P(E)‏ بمعنى Ul‏ 

-8(E)- (4: AcE} 


نسمّي أسرة من المجموعات الجزئية من مجموعة غير خالية US E‏ 
"Ac gaza"‏ متكونة من مجموعات جزئية CE‏ نرمز لها ب {Ai} cr‏ 
لدينا الاحتواء التالي 

{Ai ier c P(E) 


A 0S3‏ و8 مجموعتين جزئيتين من ۰۶ نعرف الفرق ما بين ۸ و8 
بل 


. 18م‎ - (xeE:xeA و‎ x¢B} 





(1918-1845) [George Cantor] جورج كانتور‎ (' 
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كما نعرآف متممة المجموعة الجزئية A‏ في م ب :=E\A‏ “م. 
أخيراء نعررف الفرق التناظري لمجموعتين جزئيتين A‏ و 8 في E‏ — 
AAB=(AUB)\(ANB)‏ . 


.AAA=Ø و‎ ۸۱82۴ (at) =A لدینا فور"ا‎ 
Mac (E مجموعة جزئية ثالثة من‎ C لتكن‎ 
۰۸6 8( 6-۸8 6-2 عمقم‎ 
«((AUB)UC= AU(BUC)= AUBUC 
«An(BuC)-(AnB)u(AnC) 
«Au(BrC)-(AuB)n(AuC) 
«(AAB)AC = AA(BAC) = AABAC 
-An(BAC)- (An B)A(AnC) 


نعتبر الآن الأسرة I Cus »)۸:(,, C 9 (E)‏ مجموعة اختيارية من 
المؤشرات. لدينا الخاصيتان التاليتان: 
c c‏ 
(u^) -n«‏ د (n4) -ua‏ 
ier ier ier ier‏ 


تعرفان يقانوئي دو مورجن «(De Morgan)‏ 


إذا كانت A‏ مجموعة جزئية من E‏ فان 
ATUA- 0)۸۱۸(‏ د (عامالدممام . 
في حالة ما lij‏ کانت المجموعة I‏ خالية فنضع اصطلاحا 
ددبت م 5 ۸2۱-6 زا٠‏ 
ied ied‏ 


نقول عن أسرة c9(E)‏ 


إذا حققت ما يلي: 
E-[JA,‏ و A=‏ ره من أجل ٤1 US‏ زرا بحيث dej‏ 


ier 


E للمجموعة‎ (partition) إتها تجزئة‎ (Aj) 


ier 


نعرف النهايتين الدنيا والعليا لمتتالية AVS (A), c 9(E)‏ 
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-limA, =Q U A, و‎ limA,-Uf1A, 


n>1 kz>n‏ مجم n21k2n‏ وحم 


لدينا tego‏ الاحتواء limA,‏ ع dM .dim A,‏ حصلت المساواة بين 
no‏ 


no 
نقول‎ «A النهايتين الدنيا والعلياء وكانت قيمتهما المشتركة مجموعة‎ 
(أو‎ lim 4, - 4 إتها نهاية المتتالية ,.,[,4)» ونكتب‎ A حينئذ عن‎ 
(o يؤول إلى‎ n عندما‎ «A, — A 


نقول عن منتالية (Aj, P(E)‏ إنها متزايدة (على الترتيب» 
متناقصة) إذا حققت ما يلي 
A, CA, C..CA, C...‏ 
ule)‏ الترتیب» ...2 (A, DA, 2.2 A,‏ 
نقول عن متتالية یر (,۵) إنها رتيبة إذا كانت متناقصة أو متزايدة. 


2- الدوال والتطبيقات 


نسمي دالة من مجموعة E‏ نحو مجموعة F‏ كل علاقة ترفق لكل 
عنصر من E‏ على الأكثر عنصرا من ۶ نرمز لهذه العلاقة ب cf‏ 
ونكتب مج :ثلر. تدعى E‏ مجموعة منطلق f‏ وتدعى F‏ مجموعة 
f Dias‏ كما نسمّي f(x)‏ صورة العنصر x‏ بالدالة Qf‏ 


مجموعة تعريف الدالة f‏ هي المجموعة D,‏ التي تضم كل عناصر E‏ 
التي لها صور في F‏ بالدالة ef‏ أي 
={xeE: f(x)eF}‏ ره. 


نسمّي تطبیقا من مجموعة E‏ نحو مجموعة US F‏ علاقة ترفق لكل 
عنصر X‏ من E‏ عنصرا وحيدا f(x)‏ من ۰۴ نرمز لهذه العلاقة ي 
عرء ونکتب ۲ج ]: 1. 


يتبيّن من التعریف الستابق للدالة والتطبیق آن کل تطبیق هو Ala‏ غير OF‏ 
العکس ليس صحیحا لاحتمال وجود عناصر من E‏ ليس لها صور في 
۴ وفیما يخص التطبیق فان QS‏ عنصر من E‏ صورة وحيدة في ۰۴ 


28 |_———— النظرية العامة للقياس والمكاملة 


فعلى غرار ما يفعله الكثير من المؤلفين فلا نفرق في هذا الکتاب بين 
تطبيق Alla y‏ طالما كانت هذه الأخيرة معرفة تعريفا جيّدا على مجموعة 
المنطلق. 

لتكن لدينا دالة ۲ج ]:۶. 

- إذا كانت A‏ مجموعة جزئية من E‏ فنسمّي المجموعة الجزئية 
(«f(x):xeA]‏ من F‏ صورة A‏ بالدالة «f.‏ ونرمز لها ب (۶)۸. 

- إذا كانت B‏ مجموعة جزئية من F‏ فنسمّي المجموعة الجزئية 
{xcE: f(x) > 8‏ من E‏ الصورة العكسيّة ل 8 بالذالة ۰۶ ونرمز لها 
ب -f7(B)‏ 

- إذا كانت Q‏ أسرة مجموعات جزئية من E‏ فنسمّي أسرة 
المجموعات الجزئية (۶)۸(:۸62] من F‏ صورة Q‏ بالذالة of‏ 
ونرمز لها ب .f(Q)‏ 

- إذا كانت X‏ أسرة مجموعات جزئية من F‏ فنسمّي أسرة المجموعات 
الجزئية (f 7(B:BeX]‏ من E‏ الصورة العكسية ل E‏ بالدالة cf‏ 
ونرمز لها ي )£1 


(ينبغي للقاری توخي الحذر عند استعمال الصورة العكسية لأسرة 
UCP(F)‏ ولیعلم ol‏ 
P(E): F(A) ex}‏ ماع (f(D‏ 


تكون دالة FEF‏ متباينة إذا حققت ما يلي: مهما يكن ,× و X?‏ في 
E‏ بحيث يلاع ,»ا فان -f(x1)+ f (x2)‏ 


وتکون f‏ غامرة إذا حققت ما يلي: مهما يكن y‏ في ۴ يوجد x‏ في م 
بحيث «ys f(x)‏ أي ۲ -(۶)۶-. 


نسمّي Ala‏ تقابلية OS‏ دالة متباينة وغامرة. 


تقبل Alla US‏ تقابليّة م f:E—‏ دالة عكسيّة ^ f‏ من م على «E‏ وهذه 
الأخيرة هي بدورها دالة تقابليّة. 
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نقول عن f‏ إتها دالة من ع في" م إذا كان cf(E) CF‏ بينما نقول عن f‏ 
إتها Alla‏ من E‏ "على" ۴ إذا حققت F(E) =F‏ أي كلما كانت غامرة. 


ol yal‏ نعرف الدالة المميّزة لمجموعة جزئية ۸ (من )۰ ونرمز لها ب 
cy,‏ الدالة المعرّفة ي 

1, xeA 
TORM XEA 


هذه الآن بعض الخواص العامّة: 


Maie {Bit us c 9(F) و‎ {Ai} ier < P(E) 


J(UA)-Uft^) ( 
i (n ajen f(a) ب)‎ 


r(us)- urn e 


jeJ jeJ 


(ns) are) e 


jeJ jeJ 
فان‎ «Be B'CF و‎ ACE ومن أجل‎ 
«f(E)\f(A)c f(E\A) (e 
«f (BE \B)=f (8)V£7 (B) (5 


.f(ENB=O ef *(B)-9 (5 


نختم هذا المقطع بهذه المْسلمة التي تعد من أهم المْسلمات في 
الرياضيات ألا وهي مُسلمة الاختيار (axiom of choice)‏ والتي نستطيع 
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بفضلها إنشاء مجموعة غير قابلة للقياس بمفهوم عالم الرياضيات 
الفرنسي )49^ [Lebesgue]‏ في المستقيم الحقيقي R‏ 


مُسلمة الاختيار 01.1: لتكن E‏ مجموعة غير خالية و {Ai} er € 9(E)‏ 
أسرة غير خالية بحيث 2+ .(Viel).A‏ عندئذ توجد دالة 
,4ل ج 1:م بحيث p ues.(Vier).o(i)eA,‏ دالة الاختيار. 


ier 
مسلمة الاختيار تكافئ ما يلي:‎ Cl ملاحظة 02.1: نشير إلى‎ 
E من‎ {A} لأي مجموعة غير خالية  وأي أسرة من مجموعات جزئية‎ 
تکون المجموعة 11۸ غير خالية.‎ ۰۱ I لكل‎ ۰۸; £O بحیث‎ 
ier 
)139[ (أنظر المرجع‎ 


3- علاقة التکافو ومجموعة القسمة 


نقول عن علاقة ثنائية ۸ على مجموعة ع اتها علاقة تكافؤ إذا تمثعت 
بالشروط التالية: 


(Vx e E) «x Rx. عت1) الاتعكاسية:‎ 
(Vx,y €E) «(xRy 2 yRx) : عت2) التناظر‎ 
(Vx,y,ze E) (xRy و‎ yRz) 2 xRz عت3) التعدّي:‎ 


نعرف صف تكافؤ عنصر acE‏ وفق العلاقة الثنائية sR‏ ونرمز له ب 
legal cer 3 [a]‏ الجزثية من ع التالية: 

xe E: x Rai‏ - [ه]. 
لدينا فورًا «[x]2 [a].‏ من أجل .xelal US‏ تسى مجموعة كل 
صفوف التكافؤ وفق العلاقة 7 بمجموعة القسمة ونرمز لها — 


TR. 


(1941-1875) [Henri Lebesgue] guy) قنري‎ ( 
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مثال 03.1: نعتبر على مجموعة الأعداد الصحيحة 7 العلاقة الثنائية 
At all R‏ 
«(Vm,neZ) (MRn& m-ne5Z)‏ 
لدينا ,52 ع 7-0 -مء 5Z) «(VneZ)‏ هي مجموعة مضاعفات العدد 
5 ومنه .(VneZ) Rn‏ إذنء العلاقة R‏ انعكاسية. m QS‏ 
و7 (m-n) Mac «mMRn à»‏ مضاعف للعدد 5« وبالتالي 
العدد (n-m)‏ مضاعف للعدد .65 وهكذا فان 7277 . coal‏ العلاقة 
R‏ تناظرية. oS‏ الان ۰ وم عناصر من mRn Cu Z‏ 
و nRp‏ عندئذ (m-n)‏ و (م-) مضاعفان للعدد 5« وبالجمع 
نحصل على (m—p)‏ مضاعف للعدد 5. وبالتالي فان م۰7 وهذا 
يعني أن العلاقة R‏ متعذية. R Gi ly‏ انعكاسية. تناظرية ومتعدية 
فهي إذن علاقة تكافؤ على 2. 
تعيين صفوف التكافؤء لدينا 
«0-(neZ:n-0-5k, keZ] - 5Z‏ 
61={neZ:n-1=5k, keZ] - 5241‏ 
«2-(neZ:n-2-5k, keZ}=5Z+2‏ 
«3-(neZ:n-3-5k, keZ] - 5243‏ 


.A- (ne Z:n-4-5k, kcZ)- 5+4 








لاحظ tÍ‏ ... -10 -5 -0» رن -6-11 1 الخ. Ade y‏ فان مجموعة 
القسمة هي كالآتي: 


Uf, - lo, 253]‏ 
مبرهنة 04.1: (S‏ صقي تكافؤ هما امّا متطابقان وإمّا منفصلان. 


إثبات : ليكن [×] و[/] صقي نکافز وفق علاقة ثنائية چ7. نفرض أن 
2خ caebxlo[y] oS ۰۲۱ [y]‏ عندئذ aelx]‏ و -ae[y]‏ إذن» 
[x] 2 [al‏ و «[y] - [al‏ وعليه فان [ه]=[ر]=[×]ء أي OF‏ الصقين 
[×] و [y]‏ متطابقان US LIS‏ غير منفصلین.ها 
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نستنتج من هذه المبرهنة أن أسرة صفوف التكافؤ وفق علاقة ثنائية R‏ 
الاختيار مجموعة PCE‏ تضم عنصرا وحیدا من US‏ صف تكافؤ من 
EI‏ سوف نعود لهذه الفكرة خلال تطرقنا إلى إنشاء مجموعة غير 
قابلة للقياس بمفهوم لوبيغ. 


4- القدرة و قابلية العد (countability)‏ 


تعريف 05.1: نقول عن مجموعة E‏ إتها متكافئة مع مجموعة F‏ (أو إن GE‏ 
F‏ متساويتا القدرة) إذا anis‏ تقابل من E‏ على F‏ ونکتب /- م. 


ان العلاقة “ ~“ تحقق الخواص التالية: من أجل مجموعات F «E‏ 
و © لدينا 

E~E خاصيّة الانعكاسية:‎ (Í 

ب) خاصيّة التناظر: ۴~ ع يستلزم F~E Ol‏ 

E-G Q يستلزمان‎ F~G ,E-F ت) خاصيّة التعاي:‎ 


نشير إلى أن *-" ليست علاقة تكافؤ بمفهوم نظرية المجموعات لكونها 
فة علی "سره US‏ المجموعات وهذه الاغيرة Cual‏ مجموحة 
بالمفهوم المتعارف عليه في النظريّة العامة للمجموعات حسب مفارقة 
راسل* (Bertrand Russell)‏ الشهيرة بل هي صف بحت (proper class)‏ 
وهو pel‏ من مفهوم المجموعة. 

إذا كانت E‏ مجموعة غير خالية فنسمّي صف تساوي القدرة (F: F~E}‏ 
أصلي E (cardinal)‏ أو قدرة E (power)‏ (یمفهوم فراج-راسل Frege-)‏ 

-CardE أو‎ |E| ونرمز له ب‎ «((Russell 

نضع c|E|20‏ عندما (E=‏ و ny‏ إع|ء عندما -E~{1,2,...,mg}‏ 


يتبيّن من خلال تعريف قدرة مجموعة ما أنّ القدرة هي الميزة 
المشتركة بين US‏ المجموعات المتكافئة ألا وهي احتوائها على نفس 


العدد من العناصر بدون ذكر لهذا العدد نفسه الا في الحالية المنتهية. 





(1970-1872) [Bertrand Russell] برتران راسل‎ C 
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تعريف 06.1: نقول عن مجموعة E‏ إتها غير منتهية إذا وإذا فقط وجدت 
مجموعة جزئية ACE‏ بحيث .4-٤‏ كما نقول عن مجموعة E‏ إتها 
منتهية إذا كان .CardE «oo‏ 


أمثلة 07.1: ان المجموعات التالية غير منتهية: 
- مجموعة الأعداد الطبيعية N‏ 
- مجموعة الأعداد الصحيحة 2» 
- مجموعة الأعداد النسبية «Q‏ 
- مجموعة الأعداد الحقيقية (R‏ 
- مجموعة الأعداد المركبة .C‏ 


تعريف 08.1: نقول عن قدرة مجموعة E‏ إتها أصغر من قدرة مجموعة F‏ أو 
تساويهاء ونكتبها |۴| >|6|ء إذا وجدت دالة متباينة من E‏ نحو ۲. 

CJ)‏ هذا يكافئ وجود مجموعة جزئية BOF‏ بحيث (8|-ع) 

تنص القضيّة التالية على أمكانية ترتيب قدرتي مجموعتين اختياريتين» 
بمعنى أنّ من أجل US‏ مجموعتين اختياريتين م و ۰۶ إمّا أن يوجد 
تباین من ع في ۴» Gly‏ أن يوجد تباین من م في 6 . لدينا 


.۴> ۵ 





قضية 09.1: من أجل US‏ مجموعتین E‏ و ۴ لدینا Ue)‏ |۴| ك Us |E|‏ 


SS‏ فیما يلي بمبرهنة ببرنشتاین* (Bernstein)‏ التي يمكن للقارئ 
الاطلاع على إثباتها في کتب التحلیل والنظريّة العامة للمجموعات: 


مبرهنة 10.1 [بيرنشتاين]: إن أ6ا>اءا و ۱ع۱>۱ع۱ تستلزمان أن اما <ع۰۱ 


ملاحظة 11.1: 1) من ميزات العلاقة > أتها لا تتعلق بممثلي المجموعتين 
م ۶ وأنها انعكاسية» ضد تناظرية (حسب البرهنة 10.1( ومتعديةء 
أي > هي علاقة ترتيب كلي على الصف البحت للقدرات. 





(1968-1880) [Sirgei Natanovich Bernstein] سيرج نتانوفتش بيرنشتاين‎ (* 
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2 إذا كانت E‏ و ۴ مجموعتين بحيث |۴| > |٤|‏ و ۶|۴ |ع|ء فنكتب 
عندئذ |۴| >۱ع۰۱ 


نقتم فيما يلي مبرهنة کانتور" التي تبيّن أن قدرة مجموعة E‏ هي أصغر 
تماما من قدرة PCE)‏ 


مبرهنة 12.1: لدينا [EI « |9 CE)|‏ من أجل US‏ مجموعة م. 


إثبات : إذا كانت © - م عندئذ 1 -|(2)6| > ۰۱-0 ومنه المتباينة 
محققة. نفرض QD OF‏ © عدم ونعرف التباين j:E—9(E)‏ ب 
«(Wx EE) « f(x) ={x}‏ نحصل فورا على |(۶)|>|ع۱- |(ع)ز|. 
ولإثبات أن |(61>|9)6| نفرض Yas‏ أن || -|()9إ. لتكن y‏ دائة 
تقابليّة من E‏ على P(E)‏ 
Li jai‏ المجمو عة 

H-(xeE:xev(x)). 
دالة تقابليّة وجود عنصر وحيد‎ y 5 HeO(E) ينتج عن کون‎ 
-W(Xo)=H ما بحیث‎ ck 
ود وهذا تناقض.‎ ¢H=Y(Xo) فان‎ xyeH إذا كان‎ - 
يرا > 0ع مكاء وهذا تناقض آخر.‎ )( OB إذا كان ۶۸۸ و‎ - 
m.|c|- | (E)| US وعليه‎ «9 (E) إذن لا يوجد أي تقابل ما بين و‎ 





تعريف 13.1: نقول عن مجموعة E‏ إتها قابلة للعد (countable)‏ إذا كانت 
منتهية أو متكافئة مع مجموعة الأعداد الطبيعية ]...,0,1,2( = .N‏ كما نقول 
عن م إتها قابلة للعد تماما إذا كانت زا - م . 


ترميز 14.1: سوف نرمز لأصلي N‏ ي وه (”أومغا““ صقر )» كما 
نرمز لأصلي R‏ ی © ونسميه قدرة المستمرَ (continuum)‏ لدينا دومًا 
العلاقة -Qg«c‏ 





(1918-1845) [George Cantor] جورج كانتور‎ Č 
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مثال 15.1: المجموعات التالية Z N‏ (مجموعة الأعداد Q (inaa‏ 

(مجموعة الأعداد النسبية» أي من الشكل PB‏ حیث ps qeZ‏ مع 
9 

0 كلها قابلة للعد تماماء غير أن متمّمات هذه المجموعات في R‏ 

ليست قابلة للعد. 

المجموعة P(N)‏ ليست قابلة للعد >|9)N(| OY‏ وم || حسب 

المبرهنة 12.1» لدينا في الواقع c‏ -|(2)51/. 


قضية 16.1: تحتوي کل مجموعة غير منتهية E‏ على مجموعة جزئيّة قابلة 
للعد تماما. 

إثبات: بما أن Ex‏ فبإمكاننا اختيار 6X, 6X, Paice n‏ رب 
في E‏ وتبقى المجموعة EV {xg Ka}‏ غير خالية. ليكن x,‏ 
عنصرا من EV Xor Xp af‏ بما Gl‏ (,كا,....م“*] 1م هي بدورها غير 
خالية فاتنا نحصل تدریجیا على تباين g: Nok‏ معرف ب 
«o(n)- x,‏ (۷”<0). وهكذا نحصل على مجموعة جزئيّة قابلة للعد 
تماما ألا وهي B.o(N)‏ 


X, 


قضية 17.1: c)‏ الفترة C IR.‏ ]0,1[ ليست قابلة للعد. 


إثبات: نفرض بالعكس أن ]0,1] قابلة للعد» عندئذ U {xn}‏ -]0,1]» 


n21 
من ]0,1] نشرًا عشريًا وحیذا كالآتي:‎ x, عنصر‎ US وبالتالي يقبل‎ 
أرقام من 0 إلى‎ (k,n2 1) ‘Xn حيث‎ Xn = O.Xn1Xn2Xn3 Xp 
إذن‎ Gal .9 
6 X1 = 0. 4X12X3--..X ype 
6 X2 = 0.X 24K 2 


6X3 = 0.X31X32X33...X ۰و‎ 


+ Xn = 0!) )وى الوم‎ ker 
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نعتبر العدد العشري ]0,1]ع ...ولا رلا لاز.0 = ر بحيث ,م۰۷ مهما 
يكن kk‏ و . من الستهل التأكد من y (jb‏ مختلف عن US‏ العناصر 
«x,‏ وبالتالي لا يمكن له أن ينتمي إلى الفترة ],0]» وهذا تناقض. 
وهكذا فإنَ هذه الفترة ليست قابلة Bl. asl‏ 


مبرهنة 18.1: لتكن E‏ مجموعة غير خالیة» D {A} ep CO (E)‏ مجموعة 
قابلة للعد وغير خالية» و ,۸ مجموعة جزئية قابلة للعد من أجل کل مؤشر 
Mais ۳ ۷0‏ المجموعة U A,‏ قابلة للعد. 
reD‏ 
إثبات : نفرض .(Vre D) «A, +2 C]‏ بما أن المجموعة D.‏ قابلة للعد 
فنكتبها CD (n), OF‏ كما نكتب 
CA, = (0115012015, 03) +e}‏ 


}+++ مز © ...روج © روج © روج 9 ] = ‘Ar,‏ 


نرئب الآن عناصر الاتحاد )^ is U‏ ل كالاتي 
reD k21‏ 


f na 012,021,031,022,015,014,023,032,04;, “| 
Ies واگ‎ SII MALTA AAU eS د‎ 


لنحصل على مجموعة قابلة Bl. asl‏ 


لازمة 19.1: لتكن E‏ مجموعة غير خالية و An]‏ ,...,ر۸) جملة منتهية من 
مجموعات جزئية قابلة للعد من E‏ عندئذ المجموعة JI Ap‏ قابلة للعد. 

k=1 
إثبات: يكفي إثبات أن الضرب الديكارتي لمجموعتين جزئيتين قابلتين‎ 
للعد هو كذلك مجموعة جزئية قابلة للعد » ويُبرهن على الحالة العامّة‎ 
بالاستقراء على م۰ في حالة ما إذا كان 2-,4 أو ©= ,يق » عندئذ‎ 
يم‎ ۶ 0 QD وهي مجموعة قابلة للعد. نفرض إذن‎ (AXA, - 0 


الفصل الأول: مقاهيم عامة — — — — — —  [L—‏ 37 


-i‏ معهیم عمه 
و 6A, xA,=U({x}xA,) US AØ‏ مع الملاحظة أن 
x€A,‏ 


المجموعة {x} x A,‏ قابلة للعد من أجل X€A, uas‏ (يكفي Miel‏ 
التباين (ر,×) جار من المجموعة الجزئية القابلة للعد A,‏ في 
((x] x A,‏ نستنتج فور من المبرهنة 18.1 آن AQXA,‏ مجموعة قابلة 

B. 


مثال 20.1: المجموعات «N^‏ ”2 و "02 قابلة للعد تماما من أجل 
كل -neN’ :=N\{o}‏ 


5- الفضاء الطبولوجي 
تعريف 21.1: لتكن E‏ مجموعة غير خالية. نقول عن أسرة T P(E)‏ 
إتها طبولوجيا على ۰۶ إذا حققت الخواص التالية: 


طب1) المجموعتان © و ع تنتميان إلى T‏ 

طب2) اتحاد (اختياري) لعناصر من 7 هو عنصر من T‏ 

طب3) تقاطع کل عنصرین من 7 هو عنصر من -T‏ 

یدعی US‏ عنصر من الفضاء الطبولوجي ) (E,7‏ مفتوحة أو مجموعة جزئية 
مفتوحة في E‏ كما نسمّي مغلقة أو مجموعة جزئية مغلقة في US E‏ 
مجموعة جزئية من E‏ متممتها مجموعة مفتوحة في SEO‏ 

تعریف 22.1: 053 ( phai (E, T‏ طبولوجيًا و ۸ مجموعة جزئية من E‏ 
1( نسمّي داخلية «A (interior)‏ ونرمز لها ب A‏ أكبر مفتوحة محتواة في 
.A‏ 

2( نسمي إغلاقة A (closure)‏ ونرمز لها ب «A‏ أصغر مغلقة تحوي ۸ . 
3( نقول عن ۸ Q3‏ كثيفة (dense)‏ في E‏ إذا .A-E cái‏ 

4) نقول عن المجموعة E‏ إتها قابلة للفصل (separable)‏ إذا احتوت على 
مجموعة جزئية قابلة للعد وكثيفة» بمعنى توجد مجموعة جزئية قابلة للعد 
ACE‏ بحيث .A-E‏ 
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4( نقول عن فضاء طبولوجي ) (E,7‏ 43 انفصالي ) separated‏ أو 
(Hausdorff‏ 13 وجدت من أجل US‏ نقطتين متمايزتين X‏ و ۷ من E‏ 
مفتوحتان VeT‏ لا eU o‏ 2زء syeV‏ 2 - لام لا. 


تعريف 23.1: ليكن ) euh (E,7‏ طبولوجيًا. نسمّي تغطية مفتوحة ås gazal‏ 
جزئية ACE‏ كل أسرة (v), cT‏ بحيث .Ac[)v‏ نقول عن 
مجموعة جزئية ACE‏ من فضاء طبولوجي انفصالي (E,T)‏ انها متراصة 
(compact)‏ إذا أمكن استخراج من US‏ تغطية مفتوحة ل A‏ تغطية مفتوحة 
منتهية. 


تعريف 24.1: نقول عن فضاء طبولوجي ) 6,7 ) 43 مترابط (connected)‏ 
إذا تعذر وجود تجزئة ل بمفتوحتين غير خاليتين. 


تعريف 25.1: oS!‏ ( ۶,7) فضاء طبولوجيًا. نقول عن مجموعة جزئية 
ACE‏ إنها من نمط Gs‏ ذا وجدت متتالية من المفتوحات (VQ),‏ بحيث 
.A- fV,‏ 

n21 
إذا وجدت متتالية من‎ F, إتها من نمط‎ BCE نقول عن مجموعة جزئية‎ 


-B=UK, بحيث‎ {Kn} p, المغلقات‎ 
n21 


يتجلى من التعريف السابق أن كل مفتوحة من فضاء طبولوجي هي 
من نمط Gs‏ وان US‏ مغلقة هي من نمط SF,‏ ومن Age‏ ثانية فان 
متمّمة مجموعة جزئية من نمط Gs‏ هي مجموعة جزئية من نمط CF,‏ 
ون متمّمة مجموعة جزئية من نمط F,‏ هي مجموعة جزئية من نمط 
و©. 


وهذه أمثلة أخرى عن مجموعات من Gz ha‏ و ,۶ : 


مثال 26.1: لدينا في الفضاء الطبولوجي (1,70) To Sus)‏ 
الطبولوجيا الاعتيادية على 1) 


«[a,b]- f) ]a- 1/n,b +-  ] 


n21 
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<Ja,b[= U [a 1/n,b - 1/n] و‎ 


n21 
والمفتوحة ]تاره[ هما في آن واحد من‎ [a,b] إذن الفترتان» المغلقة‎ 
كلا النمطين و6 و ,۶ ولا غرابة في ذلك.‎ 


1s‏ لأهميتها ندكر القارئ بهذه المبرهنة الهامة في التحليل الرياضي 
لصاحبها کانتور والتي تنص على أن كل مفتوحة في R‏ هي عبارة عن 
اتحاد قابل للعد لفترات مفتوحة منفصلة مثنى مثنى. 


مبرهنة 27.1 [كانتور]: لتكن ۷ مجموعة جزئية غير خالية من . تكون ۷ 
مفتوحة إذا وإذا فقط وجدت متتالية من الفترات المفتوحة والمنفصلة مثنى مثنى 
{J,}‏ بحيث ول لا ۰۷ 


n21 


إثبات: إذا وجدت متتالية من الفترات المفتوحة والمنفصلة مثنى مثنى 


ری (,() بحيث UJ,‏ - ۷ فان هذه الأخيرة هي حتما مفتوحة في . 
n21‏ 


عكسيّاء نفرض أن V‏ مفتوحة في 18. ليكن a‏ عنصرا من ۰۷ توجد 
إذن فترة مفتوحة “ل تحوي d‏ بحيث لاح ۰1 نضع 

.B-supZ(a) sa-inf L(a) « I(a)-UiÁ J" cv} 
غير منتهيين).‎ US أن‎ B (مع الملاحظة أنه بإمكان © و‎ 
]6,ه[-(2)0.‎ t من الواضح‎ .r(G)-]e[ آن‎ v3 لنثبت‎ 
مختلفة عن © من الفترة‎ x ولإثبات الاحتواء الثاني» نعتبر نقطة‎ 
نتبع نفس‎ ( a«x«a C) نفرض على سبيل المثال‎ Ja, 8] المفتوحة‎ 
في‎ x! الاستدلال عندما 8 >×>ه). إذا كان --0 یوجد عندئذ‎ 
بحيث ×>'×>ه-» وإذا كان © منتهيا فمن أجل العدد‎ Z(a) 
T(a) في‎ x’ الموجب 0 - ۸۷ <ج يوجد حسب خاصيّة الحد الأدنى‎ 
بحیث >> 0. بما أن '× ينتمي إلى إحدى الفترات المفتوحة “ل‎ 
×  760( ]مويل وهذا یستلزم‎ c Z o) Ob نستنتج‎ ca الحاوية ل‎ 
.x'«x«a لکون‎ 
اختياري»‎ x فيما يخص الاحتواء الثاني فإته محقق بموجب إدراكنا آن‎ 
.2 )0(< وهكذا فان ]8 ,م[‎ 
أن تکونا‎ GI Zla) و‎ Tla) فترتین‎ US نلاحظ من جهة أخرى أن‎ 
غير متقاطعتین وإمّا أن تکونا متطابقتین.‎ 
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نعرّف الآن على المجموعة الجزئية ۷ علاقة التكافؤ R‏ التالية: 
من أجل a US‏ وط في ۰۷ فان aRb‏ إذا وإذا فقط كان -beZ(a)‏ 
لدينا من جهة 

-[al={xeV:xRa} - (xev:xez (a) = Z(a) 
a] عدد نسبي م في‎ US من أجل‎ [al - [p] ومن جهة أخرى فان‎ 
هي‎ Vg تشكل تجزئة لب ۰۷ حيث‎ flal: lale Vs) الأسرة‎ us 
Mists ela] ARE مجموعة القمة المتكوكة من صفرف‎ 

-U[z(G:Iale Vg} = U [م]:(م)2!‎ e VR} 

peP 

حيث -P={peQrv:pelale V] o‏ 
وهکذا فان ۷ هو اتحاد قابل all‏ لفترات مفتوحة ومنفصلة مثنى 
مثنی. 8 


تعريف 28.1: لیکن ) (E, T‏ و (' 7 (E,‏ فضائين طبولوجيين. نقول عن دالة 
f :(E,T) (ELT)‏ انها متصلة إذا حققت 7> (' 7)7 f‏ بمعنی Gh‏ 


.WeT' كرء من أجل كل‎ 1 (W)eT 


تعريف 29.1: لتكن E‏ مجموعة غير خالية. نقول عن تطبيق 
EX E> R*‏ :م انه مسافة أو مترية على E‏ إذا تمتع بالشروط التالية: 


مت1 ) p(x,y)-0‏ إذا وإذا فقط كان يرح كرء (x,y EE)‏ 
مت2 ( (x,y EE) «p(x%y)=ply,x)‏ 
مت3 ( (Vx,y,zeE) « p(x,z) < pQoy)* p(y,z)‏ 
تدعى الثنائية (E, p)‏ فضاء متريًا. 


نسمّي كرة مفتوحة (على الترتيب» مغلقة) في CE.‏ مركزها X,‏ ونصف قطرها 
0 > ۲ ونرمز لها ب B(xo,r)‏ (على الترتيب» (B'(xo,r)‏ المجموعة 
B(xo,r) - (x EE: p(xo, x) <r}‏ 
(على الترتيب» (B'(xo,r) = xe E: p(xo, x) <r}‏ 
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نقول عن مجموعة جزئية ۷ إنها مفتوحة في إذا وجدت من أجل US‏ نقطة 
© في لا كرة مفتوحة B(a,r)‏ بحيث -B(a,r) CV‏ 


ملاحظة 30.1: تشكل أسرة كل المجموعات المفتوحة في E‏ طبولوجيا 
على E‏ 


ليكن (م,6) فضاءَ dd ie‏ نقول عن متتالية UY Gu), CE‏ متقاربة 
وتنتهي إلى نقطة ۷2۶ (نهاية المتتالية , cx],‏ عندما يؤول n‏ إلى 
د da Ng D‏ رمد عن أجل 08 وحم موقر lee cia dis:‏ 
يكن و «nz‏ فان -p(x,x)«e‏ 


تعريف 31.1: نقول عن متتالية {x_} CE‏ إنها أساسية (أو كوشيّة) إذا 
وجد من أجل US‏ 0 < ۶ مؤشر dya ng‏ 
0(Xp/Xq) < ©‏ > مه < ورم/. 


نقول عن فضاء متري (E, p)‏ إنه تام إذا كانت كل متتالية أساسية متقاربة. 
ملاحظة 32.1: US‏ متتالية متقاربة هي متتالية أساسية. 


مثال 33.1: نعتبر في R‏ المسافة «p(x,y)=|x—y|‏ عندئذ الفضاء 
المتري (R, o)‏ تام. بالتأكيد» لتكن {x,} cR‏ متتالية كوشيةء 
Mae‏ من أجل keN US‏ یوجد حسب التعریف 1<,م بحيث 
> (م,)م۰ مهما يكن m‏ و 0 > py‏ 
نعرف الآن المتتالية indus‏ كالاتي 

n, = Pa, n, = max(n, + 1, p, ),,..., n,,, = Max (n, + 1, p, ),...‏ 
لنحصل على متتالية متزايدة تماما. اذن» من أجل KENT US‏ فان 
co(xs ( > 2*1‏ مهما يكن «nans m‏ وبالخصوص» 
نحصل من أجل m=n,,,‏ و n-n,‏ على 7( -P(n‏ 
نضع من أجل «ke N' US‏ | “1/2 ج ركد “2 717 Jo,‏ 
واضح أن الفترة ,ل مغلقة و ,ات ,4« (۰)۷6<1 إضافة إلى Ol‏ 
.[x,]‏ نستنتج من مبرهنة کانتور الخاصة بتقاطع الفترات 


cJ, 


n2n, 
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€ 





x,-as1/2' Xie «ae(]4 ,ل(]۰ ليكن‎ © D المتداخلة‎ 
k21 k21 


sU .(Vkz 1)‏ على US‏ ما سبق فان 


p(x,,4)=|x, - a| Ix, X, X, a 











< با‎ - +|x,, إه-‎ > 1/27 
إذن الفضاء المتري‎ Lim, ى‎ x, =a ومنه‎ «n2 n, US من أجل‎ 
E.G (R, p) 





تعريف 34.1: لیکن E‏ فضاء متجهات (vector space)‏ على .K Jia‏ 
نقول عن تطبيق l|: E — IR*‏ إنه معيار (norm)‏ على E‏ إذا حقق 
الشروط التالية: 

نظ1 ) 0-|«اا إذا وإذا فقط كان 0-يرء 

(VAEK) «(vxeE) ۰۱۸/۱2۸۸ ) نظ2‎ 

نظ3 ) || +اا×ااک إو + ×| e£)‏ برد . 


.K على الحقل‎ (normed space) Í jaa puai (E, |.) تدعى الثنائية‎ 


نقول عن تطبيق 4l c :E— R^‏ نصف معيار على E‏ إذا حقق الشرطين 
نظ2 )؛ نظ3 ) و 0 -(0)0 بينما لا يطلب منه تحقيق الاستلزام التالي: 
-o(x)=0>x=0‏ 


ملاحظة 35.1: تجدر الإشارة إلى أنه إذا كان (EI)‏ فضاء معيّرا C‏ 
التطبيق =A pg:ExE— R*‏ ب (X, y) ||» - yl‏ وم 

,4 على . 

نقول عن فضاء معيّر (EI)‏ إنّه تام أو فضاء بناخ؟ (نسبة إلى ele‏ 
الرياضيات البولندي بناخ ([Stefan Banach]‏ إذا كان الفضاء المتري 
(E, pg)‏ تاماء حيث وم المترية المعرفة في الملاحظة 35.1. 





(1945-1892) [Stefan Banach] ستيفان بناخ‎ (° 
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مثال 36.1: لتكن ([0,1]) ۸ مجموعة US‏ الدوال القابلة للمكاملة بمفهوم 
ریمان على الفترة المغلقة ]0,1[ نضع ×ه|0) ۶ائ -را۰|۶ ان 
التطبیق shes cam dd,‏ على ([7)]0,1 ویکون معیارا على 
([۰0)]0,1 مجموعة US‏ الدوال المتصلة على ]0,1[. بالتأكيد» من 
السهل K‏ من الخاصیتین نظ2 ) 33:5( لنعتن إذن بالخاصية (1B‏ 
ان الدالة f:[o,1]5 R‏ المعرفة ب f(1/2)=1‏ و 0-<()۶ 
عندما ۰۸۶1/2 عنصر من المجموعة CR([0,1])‏ وهي غير 
معدومة تماما على [0,1]. لدينا 

Gold =0‏ ای + ۵9۷(() «fl, = BI‏ 
وهكذا فان 0-,|م| لا تستلزم آن 0-ثرء وبالتالي dil‏ هو نصف 
معيار فقط على ([72)]10,1. 


فيما يخص المجموعة «C([0,1])‏ نفرض ti‏ 0-,|/| وأته توجد نقطة 
ac[0,1]‏ بحيث (0)م/|>0. ينتج عن اتصال Aa‏ | آن من 
أجل العدد E-|f(a)/2‏ یوجد O0<6<1‏ بحيث» مهما يكن X‏ 
في [0,1] يحقق «x-aó‏ فان 2 AOA-‏ 
ومنه 0<|/)0(/2)/|. بوضع 
a=max{0,a—-6}‏ و B=min{1,a+6}‏ 
نحصل على 
Olax |f G0 > (1/2) If dx‏ رايا 
a)|f a)» o‏ - 6 )(1/2) = 


إذن #0 ,|| وهذا تناقض. نستخلص G‏ ۰۶20 ومنه التطبيق وا 
معيار على -C([0,1])‏ 

R=RU {-00, +00} gal نتعامل بكثرة مع المستقيم الحقيقي‎ Lil Ly 
GAR هذا الكتاب لذلك نذكر ببعض العمليات المتداولة في‎ Abb 


«(Vx eR), + ح مه‎ too + x ح‎ too (1 
«oo + oo = too (2 
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(3o) - (00) = — (+00) - (30) 


= —(Foo) ۰ (+0) = +00 e 
to, x20 
.(VxeR) exe) (io) i x«0 x 


تعذير: ينبغي تجتب حالة عدم التعيين 6-2 في US‏ الحسابات المقبلة. 
اصطلاح: نضع اصطلاحًا 00)=0+(.0 = )00+(.0 + 


فيما يخص الطبولوجيا الطبيعية م7 على R‏ فهي تقبل كقاعدة لها 
الأسرة 
a,beQ)‏ أو R‏ ره «B= {[-o,a[,]a,b[,]b,+0],‏ 
بمعنى أن US‏ مفتوحة في R‏ تكتب على شكل اتحاد مزيج من هذه 
الفترات. لدينا 
(T? 2 ROT: 12 ۱۷۷ ۰۷۷ eTo}‏ 
cus‏ و7 الطبولوجبا الاعتيادية على المستقيم الحقيقي R‏ 


6- النهايات الدنيا والعليا 


نسي متتالية عددية US‏ تطبيق 1 <- ۰۷:۲ نرمز لها ب 20000 
حيث «u,:-u(n)‏ (۷”<0). نقول عن متتالية , V3 {u,}‏ تنتهي 
(أو تتقارب) إلى eR‏ ۰ عندما يؤول n‏ إلى oe‏ ونكتب 
climu, =a‏ إذا وجد من أجل US‏ عدد موجب 0>€ عدد طبيعي 


no 
Ju, —al<e فان‎ «nz و بحیث» مهما يكن المؤشر ہہ‎ 
dd s نسمي العدد  نهاية المتتالية‎ 
»)- إتها تؤول إلى + (علی الترتيب»‎ {u,} نقول عن متتالية‎ 
(على الترتیب»‎ limu, =+0 ونكتب‎ exo إلى‎ n عندما يؤول‎ 
no 


مب 2 lim u,‏ (« لذا وجد من أجل US‏ عدد موجب A‏ عدد طبيعي ولا 


no 
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بحيث» مهما يكن المؤشر ول < فان u,>A‏ (علی الترتيب, 
(u, «-A‏ 


نقول عن متتالية L {uy}‏ متباعدة إذا كانت غير متقاربة. 


n20 


نعرف النهاية الدنیا للمتتالية {Un} so‏ ب ,بن csupinf‏ ونرمز لها ب 


n20 kn 
ي‎ {up} كما نعرآف النهاية العليا للمتتالية ر‎ dimu, أو‎ liminfu, 


no 


imu, أو‎ lim sup u, — ونرمز لها‎ «infsupu, 
noo n20 kèn 


(R الحالات ( في‎ US النهايتين الدنيا والعليا موجودتان في‎ CJ 
وفي حالة مساواة قيمتي‎ limu, > limu, ولدينا دومًا المتباينة التالية:‎ 
R النهايتين الدنيا والعلياء عندئذ تكون المتتالية میم (,0) متقاربة في‎ 


tal 


۰ lim u, = limu, = limu, 
no 


هذه الآن بعض الخواص الأخرى التي تتمثع بهما النهايتان الدنيا 
والعليا: 


من أجل US‏ متتاليتين عدیتین n],‏ و (vus‏ فان 


-lim(-u,) - -limu, و‎ lim(-u,)- -limu, (i 

(Vnz nj) <u, £v, حیث‎ «limu, <limv, 3 limu, <limv, ب(‎ 
فان‎ « {Vn} >o cR و‎ IAM CR واذا كانت‎ 

«limu, + limv, <lim(u, +v,) (c 

«lim (u, +۷, ) € limu, + limv, د(‎ 


«lim(u, +v,) > limu, + limv, (è 


طالما كان المجمو ع معرقا تعريقا Jia‏ 
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أمثلة 37.1: 


«infu, --1 Gs .(Vnz0)«u,-(-1) نعتبر المتتالية‎ (1 
kzn 


«imu, =+1 و‎ limu, --1 عندئذ‎ «(Vnz0) «supu, =+1 و‎ 
kzn 


وهذا معناه أنّ المتتالية ”(1-) = u,‏ متباعدة. 











iid n uiui ae لكن‎ ۵ 
الدالتين‎ gi زوجیا. لاحظ‎ n إذا كان‎ cu, = d 3 
2+5 
دير‎ —2x+1 
x)= Xx)2———— 
Mm us? fm 


متزايدتان على ]+,1] ون f(x)«0sa(x)‏ على ]برد 
وهذا G35‏ إلى 
p n=1, 3,.., 2k +1,...‏ 


۷ <0 infu = 
«( ) € f p ORA n=0, y M 2k,... 


pèn 
3 


«(Vn>0) up - ]مه‎ k- , k=2, 4,6,. 1 1/2 


2k- 


imu, -1/2 و‎ limu, --2/3 ومنه‎ 


بما #limu, Gi‏ ,دا Maie‏ المتتالية مر fu}‏ متباعدة. 


n20 


3( نعتبر المتتالية ne‏ د -(Vnz0) cu,‏ نحصل بفضل المتباينة 


(n^ 1) I (n1) 


«(Vnz0) ce"? > 
4! 24 


5 24 
«infu, =0  هنمو‎ «(Vnz0)cu, ne^ 4ك‎ 
k n 1 

kzn n+ 


-limu, =0 وبالتالي‎ «(Vn20) 
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لدينا من جهة أخرىء «(Vn2 3) «supu, =u,‏ لأن الدالة 
kzn‏ 


x?e"‏ ()0 متناقصة في الفترة ]+,3]. 3« 0= «limu,‏ ومن 
ثم فإن 0= lim u, =limu, = limu,‏ . 
noo‏ 
تعريف 38.1: dos OS‏ متتالية من الذوال من فضاء طبولوجي E‏ نحو 
ai .R‏ الدوال lim f, «sup f, «inf f,‏ و limf,‏ من E‏ نحو R‏ 
n21 n21‏ 
كالآتي: 


(Sup fn yo := sup( f, (x)) «(inf fn yo := inf (f, G0) 
n21 n>1 n>1 


n21 


«(Tim f, ) G0 := Tim (f, GO) «(lim fp) C0) :- lim( f, GO) 
.٤ في‎ x US من أجل‎ 
يلي مفهوم النهاية الدنيا والعليا للتوال 12ج 6:ثر كالآتي:‎ Lad نعمّم‎ 


تعريف 39.1: ليكن (E, T)‏ فضاء طبولوجيًا و fr ER‏ دالة معطاة. نعرف 
النهاية الدنيا (على الترتيبء العليا) للدالة f‏ عند النقطة مج 0 ب 


limf (x) = (inf[f G0, x eV, x aJ) 


sup 
xoa VeN (a) 


«(limf (x)= ij رقيو اصع‎ xe vix a) الترتیب»‎ (ule) 
xa Ve. a 


حيث A/(a)‏ أسرة US‏ الجوارات (neighborhoods)‏ المفتوحة للنقطة 


.a 
لدينا الخصائص التالية:‎ 


‘limf (x) < limf (x) (1 


xoa 


«limf (x) = limf (x)=L وإذا فقط كان‎ 13 lim f (x)=L(eR) (2 


xoa 


3( إذا كان =£ و 218 ۰۵ فان 
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limf (x)= sup inf f) 
x>a £»0 \ 0<|x-al<e 


Tmf (x) = inf ( sup Feo) 3 


£»0V0«lx-al«e 
مسألة محلولة‎ 


لتکن ‏ دالة من فضاء طبولوجي (E, T)‏ نحو فضاء متري .(F,d)‏ نضع من 

۰ ع‎ ٤ أجل کل‎ 
«e(x)- inf {6 (f (V)), v e N (x) 

حيث N (x)‏ مجموعة کل جوارات النقطة × 

:é(f(v)) - sup(d(f )*»( ؤ,‎ (y)), Gov) evxv] و‎ 

قطر المجموعة .f(V)‏ 

1) أثبت آن المجموعة (]ه,0]) p‏ مفتوحة في E‏ من أجل US‏ © > 0. 
67e (9)- n e*(loA0)‏ 

(Gs من نمط‎ Cy Cj استنتج‎ (3 

4( أثبت آن مجموعة الأعداد النسبية Q‏ ليست من نمط و6 . ماذا تستنتج؟ 


الحل: 


1( لیکن A-g ! ([I, a)‏ و ۸ عندئذ 

e(x)- inf (6(f(v)), Ve N (x)} «a 
-ó(f(Vo))«a بحيث‎ x مما يودي إلى وجود جوار مفتوح و۷ ل‎ 
نستنتج من‎ (Vy eV) «Vo e N (y) D ان کون ملا مفتوحا يقتضي‎ 
A O3 ۰۷ ۸ (ملا ۰)۷۷ و منه‎ «o(y)«a ti ó(f(v;))«a 
JE ee eee 
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2) ينتج عن n lo, [= {o}‏ آن 


e*te)-e*(n[ea]- ne" (o) 


Maie م6 > مكاء‎ 0S C 2 9! ((0)) OF لنثبت الآن‎ 
Ve < 0, 2۷ e N (xo): f (Vo) c B(f(xo),5) 

حیث B(f(xo),e)‏ الكرة المفتوحة ذات المركز f(x)‏ ونصف 
القطر ce‏ ومنه 

(Vo) > 5 )8)۶)(,۶(( > 26‏ )۰5 
ومن تم فان 26 o(x))x‏ ,0 <۰۷۶ إذن 0-()م أي 
)}0{(* مع -xo‏ 
عكسيّاء نفرض ان 0-(,۰)7 عندئذ يوجد» من أجل US‏ 0<ع۰ 
e N (xo)‏ ولا بحيث «f(V)c B(f(xs)),s) &5«ó(f(w))«s‏ 
وهذا يثبت أن f‏ دائة متصلة عند النقطة xo‏ . إذن (xo » C,‏ إضافة 
إلى آن 

C مد‎ ))0((- ne" (lot) 
سبق أن جو & هي تقاطع قابل للعد لمجموعات‎ Caa نستنتج‎ (3 
-Gs ha فهي إذن من‎ E مفتوحة في‎ 
عندئذ توجد متتالية من‎ «Gs ha نفرض بالعكس أن © من‎ (4 
الطبولوجيا‎ Ty حيث‎ ( {Vy}, المجموعات الجزئية المفتوحة م7‎ 
-Q < الاعتيادية ل 12 ) بحيث ,لا () -©» ومنه “رلا لا‎ 


n>1 n>1 


نعلم CÍ‏ © مجموعة قابلة للعدء وبالتالي فان «Q-U (n)‏ ومنه 


n>1 
.R= لا‎ )۷ U (n) 
n21 
RØ D ولنثبت‎ (n21) ۰ Rọ UfR) نضع الآن‎ 
n21 مهما يكن‎ Ada R, أن داخليّة‎ GLY يكفي‎ .(Vn21) 
Rac Uf} لكونها مجموعة جزئية مغلقة في 1. نلاحظ أن‎ 
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«(Vn 22)‏ وعليه فائه لا يمكن ل,8 أن تحوي فترة مفتوحة غير 
منحلة Yy‏ احتوت على عدد غير منته من الأعداد النسبية»ء وبالتالي 


.)۷<1( R =Ø WË 
فضاء متري تام» وبالتالي لا يمكن له‎ (RI) GI نذكر من جهة أخرى‎ 
وذلك‎ (Vn21) »8,- 2 حیث‎ «R- U 8, أن يكتب على الشكل‎ 


n21 


لعدم ملائمة هذا التعبير مع مبرهنة بير” (Baire)‏ التالية: 


مبرهنة 37.1 [بير ]: لا يمكن لفضاء متري تام أن يُكتب على شكل اتحاد 
قابل للعد لمجموعات جزئية داخلية إغلاقاتها خالية. 


إذن مجموعة الأعداد النسبية © ليست من نمط -Gs‏ 


الاستنتاج: نستنتج من السؤالين 3) و4) أته لا توجد على الإطلاق دالة 
معرقة على R‏ بحیث تكون متصلة على © وغير مثصلة على “© . 


تمارين مقترحة 


.E مجموعات جزئية من‎ C مجموعة غير خالية و ۰۸ 8 و‎ E لتكن‎ OF 
تحقق من صحة المساويات التالية:‎ 
«(A\B)\C=A\(BUC) (1 
<A\(B\C)=(A\B)U(ANC) (2 
«A\(B^C)=(A\B)u(A|C) (3 
«A\(BUC)=(A\B)^(A\C) (4 
.(AUBUC)\|(ANBNC) = (ANB) U (BAC) (5 





(1932-1874) [René-Louis Baire] رین بير‎ (’ 
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f os 2‏ دالة من E‏ نحو ۰۴ (Aj, c9(E)‏ و 
c 9(F)‏ بر {Bi}‏ أثبت العلاقات التالية: 
fu a)- U f(a) (i‏ ۰ 
iel iel‏ 
e‏ مان وهم أن 


iel ier 


er) « f(E)M(A)c f(EVA) (c 


7] 15 Urs) ¢ 


jeJ 


(gaj gre e 


(,keJ) « f? (B. Bj) f^ (B)VE" (B) (s 
(jeJ) «f(E)nBj =© +> f*(B)-9 (3 
متتالية من المجموعات الجزئية‎ {A,} مجموعة غير خالية و م,‎ E لتكن‎ 8 
في الحالات التالية:‎ {An} من ع . أحسب النهايتين العليا والدنيا للمتتالية وحم‎ 


1( دم {An}‏ متتالية bal jia‏ 
2( م TAL‏ متتالية متناقصة, 
{An} >o (3‏ متتالية معرفة ب A, =P‏ › إذا كان n‏ عددا زوجيّاء 


و 0۵ = ,۸ c‏ إذا کان n‏ عددا فرديّاء حيث P‏ و Q‏ مجموعتان جزئیتان 
اختياريان من E‏ 


4 لتكن E‏ مجموعة غير خالية و (Aj), CE‏ )122( 

أثبت العلاقات التالية: 

(Vi,jel) « AAA; 7 XAKA; -min(z,, xa) 0 

(Viel) ‘Xas 717 a, (2 

(Wijel) HANA, = za (17 za) (3 

(Yije) ‘Xana 7 Xa + XA; XAKA; = max (X a,» Xa, | (4 
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5( رهم22 - (VijeT) ‘Kaj My = XA, + Xa,‏ 
6( ,م2 :2 = yo,‏ إذا كانت {A},‏ عناصر منفصلة مثنى مثنى. 


iel iel 

05 لتكن A‏ و 8 مجموعتين جزئيتين من مجموعة غير خالية .٤‏ برهن D‏ 
B| + |A ^ 8| = |A| + |8|‏ ماء 

ati 6‏ أنه إذا كانت iha f‏ غامرة من N‏ على مجموعة © ء عندئذ E‏ 
مجموعة قابلة للعد. 
OF‏ أثبت أن || > مه من أجل US‏ مجموعة غير منتهية LE‏ 
F4D os 08‏ و EON‏ :9 دالة تحقق e" ({n})|< a,‏ 
.(Vnz 0)‏ 


‘ 





esi 1‏ أن o,‏ ك|ع|. 
2( استنتج Cj‏ مجموعة الأعداد النسبية Q‏ قابلة للعد تماما. 
3( إذا كانت E‏ قابلة للعد أثبت أن المجموعة (AC E:|A|«co]‏ -(6) ,9 
هي أيضا قابلة للعد. 
9 أثبت C]‏ مجموعة كثيرات الحدود ذات معاملات نسبية هي قابلة للعد. 
(E,d) ost 0‏ فضاء Gia‏ وح 4,8 . أثبت أن 
AUB-AUB (i‏ 
ب) 8 8 مم 
AUBC(AUB) (c‏ 
(ANB) = ANB (3‏ 
— ۰ 
AC (e‏ = )4( 


1 لتکن f:(E,d)>(F,p)‏ دالة معطاة. 


(i‏ أثبت أن f‏ متصلة إذا وإذا فقط كان )1*0( e‏ )8( من 


أجل کل .BcF‏ 
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ب) أثبت أن ۶ متصلة 13 وإذا فقط كان f(A) > F(A)‏ من أجل US‏ 
.AcE‏ 
72 لتكن E‏ مجموعة غير منتهية. أثبت cj‏ الأسرة 
r=facE: ako} ote)‏ 
طبولوجيا على EE‏ أوجد A‏ و À‏ من أجل US‏ مجموعة جزئية ACE‏ 
0 لتكن f‏ دالة من ٤‏ نحو 6 . إذا كانت T‏ طبولوجيا على F‏ أثبت Gi‏ 
f^(T)-(f^(v),ver)‏ 
طبولوجيا على 6 . Q3)‏ أضعف طبولوجيا على E‏ تجعل دالة f‏ متصلة). 
4# أثبت أن في فضاء طبولوجي قابل للفصل US‏ أسرة من المفتوحات غير 
المتقاطعة مثنى مثنى هي قابلة للعد. 


6 أثبت أن الفترات التالية هي في آن واحد من كلا النمطين ,6 و iK,‏ 


[a,b] (1‏ ۵ ]فرع [aol‏ 
6 اثبت أن Js‏ مفتوحة أو مغلقة في فضاء متري هي من كلا النمطين F,‏ 
و و6 . 


7 لتکن E- C([-1,1])‏ مجموعة الدوال الحقيقية المتصلة على [1,1-] 
والمزودة بالمعیار ul], = fux) dx‏ نعتبر المتتالية CE‏ ریم {up}‏ 


-1 


0,-1<x<0 
-.(Vn2 1) «u,(x)24nx, O<x<+ 
1 4<x<1 


5 أثبت آن iul‏ متتالية كوشية في 13 
- أثبت أن تقارب {u,}‏ في © إلى يستلزم أن 


| [0,-1«x«0 
"xp 1 1 


- استنتج أن الفضاء (E,|.],)‏ ليس تاما. 
ost 8‏ © > م >1. نعرف فضاء المتجهات ZP‏ ب 
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n21 


.- |b en: Xe] 








1/p 
p ae 
P) e 
فضاء بناخ.‎ (^^c)4,.) Ba ZP أثبت أن التطبيق ,|| معيار على‎ 


(u,),., os. 9‏ و {v}‏ متتاليتين عدديتين. أثبت العلاقات التالية: 


«limu, <limu, ب(‎ « lim(-u, )=-limu, (i 


= (thy? ,اء من جل کل‎ =) Dh 


n>1 


n>1 


limu, + limv, < lim(u, + v, ) > limu, + limv, 
< lim(u, + v, ) > lim u, + lim v, 


{un}: ost 20‏ متتالية عددية. 
(i‏ أثبت Jimu, = L(e R) g‏ إذا ولذا فقط تحقق الشرطان: 
ش) )8 [Vs >0, 3n, 2 1]: (Vn2n >u, <L+‏ 
Ve>0,Vnz1,3n, <7: u,, >L-E€ (2‏ 
ب) أثبت Jimu, =L(ER) oi‏ ذا وإذا فقط تحقق الشرطان: 
[Ve >0, 3n, >1]: (Vnznm-u,»1-5) (r'à‏ 
Ve»0,Vnzi1,3n2n:u,«L«*& (os‏ 
(c‏ استنتج Ua‏ سبق limu, =L(ER) Gi‏ إذا 5 13 فقط كان 
limu, = limu, =L‏ . 
I os 1‏ مجموعة اختيارية و iyd, <[9, oo]‏ نز {x‏ . نضع 
cond er]‏ إن دا عندما ع 1 


iel ieJ 
.1 2 0 و 0= بباح عندما‎ 
iel 

s» x, * y;) - x; + ۷ oi adi (1 

iel iel iel 
للعد‎ AL أثبت وجود مجموعة جزئية‎ ۰2, a > إذا فرضنا أن ص‎ (2 

iel 
بحيث‎ I, CI 
رن‎ =a ون‎ (Vier,) «x; 20 


tela 


الجبور والعشائر 


cat‏ الثاني 
الجبور والعشائر 


1- الجبور والعشائر 


تعد الجبور والعشائر النواة الأولى للنظرية العامة للقياس والمكاملة 
حيث يمكننا تعريف مفهوم القياس الموجب على أسرة من مجموعات 
جزئية من مجموعة ما تتمئع ببعض خواص الاستقرار كما ينضح في 
التعريف الآتي: 

تعريف 01.2: لتكن E‏ مجموعة غير خالية. نقول عن أسرة غير خالية 
AC P(E)‏ إنها جبر مجموعات أو جبر بول (نسبة للعالم الإنجليزي بول 
(Boole)‏ على E‏ إذا حققت الشرطين التاليين: 

جب1) مهما يكن ACA‏ فان AEA‏ (الاستقراربالتصيم) 

جب2) مهما يكن A‏ و 8 في ۸ فان ۸ ء 8 داه ء QUII ZI)‏ 


هذه بعض الأمثلة: 
مثال 02.2: لتكن E‏ مجموعة غير AM‏ عندئذ الأسرة (ع) 4-9 


جبر على 6 . بالتأکید» إذا كان ACA‏ فواضح ASE A D‏ من جهة 
«s il‏ إذا كان ۸ و8 في A‏ فان AUB‏ مجموعة جزئية من (E‏ 





(1861-1815) [George Boole] جورج بول‎ (' 
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وبالتالي 48٤۸ Cj‏ . إذن A‏ جبر على ع۰ وهو بطبيعة الحال 
مثال 03.2: C]‏ أسرة كل المجموعات في R‏ التي تكتب على شکل اتحاد 
منته من الفترات من الشكل [ط,ه[ء ]م +,ه[ و [طره[ء 


(acbe R)‏ هي جبر على R‏ مع الاصطلاح ]a,b]- 2 t‏ كلما كان 
.azb‏ 


مثال 04.2: C)‏ الأسرة 


A-[AcN: م > إم|‎ or ۴ 








<o) 


(أسرة كل المجموعات الجزئية المنتهية أو ذات متمّمات منتهية في 
(N‏ جبر على .N‏ نلاحظ NeA WW 4+2 c) Yi‏ لکون 
۰۱۱-0 لتكن «ACA‏ عندئذء A Uj‏ منتهية وإمّا AS‏ منتهية. إذا 
فرضنا أنّ A‏ منتهية» عندئذ (AC) =A‏ منتهية» ومنه ATCA‏ وإذا 
كانت ۸۶ منتهية فواضح أنّها عنصر من ىء وبه يتحقق الشرط 
جب1). فيما يخص الشرط جب2) نعتبر A‏ و8 في 4 . إذا كانت A‏ 
و8 منتهيتين فواضح أن اتحادهما منته» G‏ إذا كانت إحداهما غير 
منتهية» Xue‏ تكون AC‏ أو 8 ua‏ — وعليه QB‏ 
(AUB) =A ۴‏ منتهية. وهكذا فان «AUBe.A.‏ وبھذا تكون 
الأسرة A‏ جبرًا على .N‏ 


ملاحظة 05.2: C]‏ أسرة كل الأقراص في المستوي RxR‏ ليست جبر"ا 
OY‏ متممة قرص ليست قرصا. وكذلك الأمر بالنسبة إلى أسرة كل 
المجموعات المفتوحة T‏ في فضاء طبولوجي ليست على العموم 
جبرًا GY‏ متممة مجموعة مفتوحة هي مجموعة مغلقة Cual,‏ 
بالضرورة عنصرًا من 7. 
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خواص عامة 06.2: لیکن A‏ جبرا على ۰۶ Mae‏ 
1( المجموعتان E‏ و © عنصران من cA‏ 
2( مهما یکن A‏ و8 في GEA‏ ۸ > ۰۸8 
3( مهما یکن Bs A‏ في 4 فان A\BEA‏ و ۸ € ۰۸۸۵8 
4( مهما یکن «A,‏ ر۸....» A,‏ في n) A‏ منته) فان 
n n‏ 
۸۸ ۸ لاو 6۸ (1A‏ 
k=1‏ ۷-1 
إثبات: 1( بما آن A‏ غير خالية» توجد Mie‏ مجموعة جزئية ACE‏ 
بحيث 4 ع ۰۸ ومنه ۸٩ A‏ . وبالتالي فان EA‏ ۸۸۸۴ -8. ينتج 
كذلك عن الشرط جب1) w‏ ۸ر > 2 = £ . 


2 ينتج عن انتماء ۸ و8 إلى 4 أن A.‏ و 86 ينتميان إلى cA‏ 
وبالتالي فان 

.AnBs (A UB e A 
ul (2 فينتج عن‎ Boe A gi لدينا “448م-418ء: و بما‎ (3 
هو‎ AAB نلاحظ من جهة أخرى أن الفرق التناظري‎ ۰۸۱۵ 4 
وبالتالي فان‎ » BIA عبارة عن اتحاد المجوعتين الجزئيتين ۸۱8 و‎ 
-AABEA 
الخاصيّة‎ cj واضح مما سبق‎ sn يكفي الاستدلال بالاستقراء على‎ (4 
نفرض‎ .n-2 أي‎ Ay و‎ Ay محققة من أجل المجموعتين الجزئيتين‎ 
n-1 H ۳ H ۳1 
«A كلما كانت‎ U AeA أي أن‎ «n-1 آئها محققة من أجل‎ 

k=1 
حسب مبدأ الاستقرار بالاتحاد‎ Mae A عناصر من‎ Apg ۰...» 
فان‎ 
n n-1 
DA (UA Jute 


k-1 k-1 
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n £‏ م 
نلاحظ Daf‏ آن )4 ۱۸-۵ > وعليه فإته عنصر من الجبر 
k=1 k=1‏ 


E.A 


ملاحظة 07.2: لتكن E‏ مجموعة غير خالية و ACP(E)‏ (غير خالية). 
CJ‏ القضايا التالية متكافئة: 

۸ الأسرة A‏ جبر على VE‏ 

ب) الاسرة A‏ مستقرة بالتتميم وبالتقاطع. 

.۸ مهما يكن ۸ و 8 في‎ A\BEA و‎ ۴٤۸ (è 


الاستلزام ) > ب): إذا كانت الأسرة A‏ جبرا على E‏ فإنها مستقرة 
بالتتميم تعریفا كما أنها مستقرة بالتقاطع حسب الخاصية 2( السابقة. 


الاستلزام ب) > ج): نفرض الآن A‏ مستقرة بالتتميم وبالتقاطع. ينتج 
عن کون A‏ غير خالية» وجود مجموعة جزئية ACE‏ بحيث 4 ع4 » 
ومنه AFEA‏ اذن EA‏ ۸۵۸۴ -۶. لدينا من جهة آخری» 
۰۸۱82۴ مهما يكن A‏ و8 في A‏ بما A C)‏ مستقرة 
بالتتمیم وبالتقاطع فان ۸ > ۰۸۱8 


لنثبت أخيرا آن ج) يستلزم ). لیکن (ACA‏ عندئذ A ٤۸‏ ۰8۱۸ 
إذن 4 مستقرة بالتتمیم. Lad‏ يخص الاستقرار بالاتحاد يكفي الملاحظة 
أته مهما يكن A‏ و 8 في A OY ۰۸8 ۸۱)۸۱8( > CB A‏ 
مستقرة بالتقاطع. نستنتج من کون «AUB-(A^ GB‏ ومن 
الاستقرار بالتتمیم وبالتقاطع A C]‏ مستقرة بالاتحاد» فهي إذن جبر 
على W.E‏ 


ملاحظة 08.2: إن تقاطع جبرين على نفس المجموعة هو بدوره جبر 
(انظر القضية 18.2( Loin‏ اتحادهما لیس بالضرورة جبرا. 
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did duse sed‏ في. 8 ار ود 
A,={2,R,{0},{03°}‏ و [1(6), (0,1,)2)-یش. 
لدینا Az ={2,R, {0} {0} GO Y].‏ دای 


نلاحظ آن العنصرين (0) و 1) ينتميان إلى Ag‏ یش بينما 
اتحادهما ليس كذلك. إذن A,‏ د بك ليس جبرًا على 12 . 

تعريف 09.2: لتكن E‏ مجموعة غير خالية. نقول عن أسرة غير خالية 
XCÓ(E)‏ إنها عشيرة أو -جبر على E‏ إذا حققت الشرطين التاليين: 
(loe‏ مهما يكن AEE‏ فان «AT eZ‏ (لاستقراربالتتيم) 

عش2) مهما تكن المتتالية {An} og CE‏ فان uU Aue‏ (خاصية (pm‏ 
القابل للعر). 

إذا كانت < عشيرة على © نسمي الثنائية (E,Z)‏ بالفضاء القابل للقفياس 


«(measurable space)‏ ويدعى US‏ عنصر من E‏ مجموعة قابلة للقياس 
(measurable set)‏ في .E‏ 


هذه بعض الأمثلة عن العشائر: 


مثال 10.2: إذا كانت E‏ مجموعة غير خالية فان الأسرة E-9(E)‏ 
عشيرة على ۶ وهي أكبر عشيرة يمكن تعريفها على E‏ بينما 
E-(O,E)‏ هي أصغر عشيرة على E‏ 


مثال 11.2: c]‏ الأسرة 

E-(AcR: أو مه > إم|‎ [sos] 
المجموعات الجزئية القابلة للعد أو ذات متمّمات قابلة للعد‎ US (أسرة‎ 
. عشيرة على‎ (R في‎ 
غير خالية لاحتوائها على المجموعة الخالية. لتكن‎ = Db نلاحظ ولا‎ 
قابلة‎ A^ Uly للعد‎ ALU مجموعة جزئية‎ A عندئذء إمّا‎ «AED الان‎ 
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للعد. نلاحظ أته لدينا في الحالة الأولى (A^) - A‏ قابلة للعد » ومنه 
A EE‏ ولدينا في الحالة الثانية ۸ مجموعة جزئية قابلة للعد لذا فهي 
عنصر من = coll‏ الشرط عش1) محقق. 


فيما يخص الشرط عش2) نعتبر متتالية L(A CE‏ إذا كانت كل 
العناصر Ap‏ قابلة للعد فواضح G‏ اتحادها مجموعة قابلة cal‏ 
وبالتالي يكون عنصرًا من GILE‏ إذا وجد مؤشر وم بحيث ۸ غير 
قابلة Mae coll‏ تكون Ano‏ مجموعة قابلة ol Lug cad‏ 
(UA) 0 4‏ المجموعة (U AS.‏ هي قابلة للد 

n21 n21 n21 
. عشيرة على‎ E لا . إذن‎ ۸, ٤2 ومنه‎ 

n21 

ملاحظة 12.2: واضح US C‏ عشيرة هي جبر بينما العكس غير صحيح 
C‏ الجبر لا يحقق على العموم خاصيّة التجميع القابل للعد. 


مثال مضاد 13.2: C)‏ الجبر المعرف في المثال 03.2 ليس عشيرة BY‏ لدينا 

على سبیل المثال اما U‏ = ]1,-[) وهذه المجموعة ليست 
n>1 n+1‏ 

عنصرًا من تلك الأسرة. 


ملاحظة 14.2: نستطيع في حالة العشيرة تعويض المتتالية {An} n>1 CZ‏ 

بأسرة قابلة للعد CE‏ ي,(۰)۸ D Cus‏ مجموعة Al‏ للعد. بينما لا 

يُسمح على الاطلاق تعويض المتتالية بأسرة (A) CED‏ حيث I‏ 

مجموعة غير قابلة للعد» GY‏ في مثل هذه الحالة الاتحاد UA‏ ليس 
ier‏ 


.X من‎ V aie بالضرورة‎ 


قضية 15.2: ليكن (E, E)‏ فضاء قابلاً للقياس و CE‏ 
N ۸ > 22 (i‏ 3 


n21 
«lim A, EÈ ب(‎ 


.limA, eZ ت)‎ 


{An} n>1‏ عندئذ 
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إثبات : أ) لدينا حسب قانون دو مورجن N 4 =| U Ary‏ وبما أن 


n21 n21 


-NEE tÍ فينتج عن عش1) و عش2)‎ «(Vn21) »A ex 
n21 


ب) لدينا =U N A,‏ ہ4 زاء وبما آن حسب ٤< (i‏ ۸ ۰۲۱ مهما يكن 
k2n n21k2n‏ 
۷ و 2 عشیرة» .limA € Z Xue‏ 


ت) لدینا N U A,‏ = م4 . ينتج فورًا عن خاصيّة التجميع القابل 
n>1kz>n‏ 


W.limA, ء‎ c) (i5 للعد‎ 


ملاحظة 16.2: إن عدد عناصر كل جبر (أو عشيرة) منته هو من الشكل 
pe N' cus 2?‏ . واذا كان A‏ جبرا d)‏ عشيرة) على مجموعة 
منتهية © +ع فان “2 -|4اء من أجل peN‏ بحيث اماك >1. 


ان القضيّة التالية أساسيّة وذات أهميّة بالغة نظرًا لاستعمالها في العديد 
من القضايا التي یتطلب فيها فصل عناصر أسرة ما. 


E جبرًا على مجموعة‎ A قضية 17.2 (خاصيّة الفصل): ليكن‎ 
بحيث‎ (B); ,c.A جملة‎ tagi.neN حيث‎ (A); CAS 
dxj بحيث‎ j si مهما يكن‎ BnB =Ø (1 
k k 
1<k<n زاء مهما يكن ۸ بحیث‎ 8: UA (2 
i4 ۰ d 


(على العموم هذا الاتحاد لا ينتمي إلى الجبر A‏ عندما يكون مه < ). 


إثبات : 1) ci‏ عناصر الجملة , (Bj)?‏ كالآتي: 
i-1‏ 1 
يت B=‏ و ((۱)۸:۱۸] رقء من أجل -2xisn‏ 
j=1‏ 
من الواضح Ol‏ 4ح Do {By‏ ;4ے ;8 مهما يكن ¡ بحيث 
-1<i<n‏ 
لإثبات الفصل نعتبر مؤشرين مختلفين iuf‏ نفرض على سبيل المثال 
o‏ ز >:. لدينا إذن 
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8: 0 Bj CA; 0 رق‎ = aol (^4) 


CA ۵-(:۱۸ه)‎ 


وبهذا با يتم إثبات فصل عناصر الجملة (Bi),‏ 
2( نعتبر YÍ‏ الحالة المنتهية ‏ منته: ينتج فورًا عن الاحتواء «B; C A;‏ 
k k 1‏ 
«asisksm‏ أن به لا ,8 ل. cu‏ الاحتواء الثاني نعتبر 
i-1 i-1‏ 


«ae Û4,‏ يوجد مؤشر acA, Cus) dg‏ نضع 
.i* = min{io : a € A} ds‏ 
إذا كان 1 -* فان .ac A,- B, c UB,‏ 
i-1‏ 
إذا كان 2xi*‏ فان A;‏ » م» من أجل «1x jsi*-1‏ وعليه فان 


Ü B,‏ مرق - )414( 10 UA a-‏ و 
Š ja i=1‏ 


k k 
لاء وبالتالي 2( محققة.‎ AC UB; OF 


i-1 i-1 
Ol «k الحالة غير المنتهية © -7: لنستدل بالاستقراء على‎ GY! لنعتبر‎ 
ck محققة من أجل‎ kÍ المساواة محققة من أجل ۰-2 نفرض‎ 
ولنبرهن على صحتها من أجل 6+1. لدينا مما سبق ما يلي‎ 
k+1 k k k 
Üs-s)oss- ba) ana] 
i=1 i=1 i=1 j=1 
k+1 


-UA 
i-1 
8.) وعليه فاتها محفقة من أجل 1 +6. إذن 2( محققة مهما يكن‎ 


2- قوليد الجبور والعشائر 


لتكن (Aj),‏ أسرة من الجبور (على الترتيب» العشائر) على 
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مجموعة E‏ سوف نبرهن من جهة على أنّ تقاطع عناصر كل هذه 
الجبور (على الترتیب العشائر) هي جبر (على الترتیب» عشيرة) على 
نفس المجموعة (E‏ ومن جهة أخرىء بتطبيق هذه النتيجة على الجبور 
(على الترتيب» العشائر) الفوقية الحاوية لأسرة CCÓ(E)‏ سوف 
نحصل على أصغر جبر (علی الترتيب» عشيرة) على ٤‏ يحوي C‏ 


لنستهل بهذه القضية: 


قضية 2 لتكن {Aj},‏ أسرة من الجبور (علی الترتبب» العشائر) على 


مجموعة CE‏ عندئذ الأسرة A;‏ (] جبر (على الترتيب» عشيرة) على ٤‏ . 


ier 


إثبات: نضع ASNA‏ واضح أن المجموعة JEA AMA‏ 
ier‏ 

del مهما يكن‎ BEA Xue «BEA وبالتالي 22 4. لیکن‎ 

ومنه B EA;‏ مهما يكن ci T‏ وذلك بفضل الشرط جب1). إذن 


-B > < ۲( بف‎ 

ier 
A و8 في‎ A ليكن‎ . ie آن بش جبراء مهما يكن‎ Y on 
cAUBEA; ا»› ومنه‎ ٤1 عندئذ 4 و 8 ينتميان إلى بش مهما يكن‎ 
A وهکذا فان‎ .AUBeA- ]( وعلیه فان بك‎ «iier مهما يكن‎ 


icr 
LET 
{By} لتکن 4ح ویر‎ FET عشيرة» مهما يكن‎ A G نفرض الآن‎ 
(UB, eA; وعلیه فان‎ «iier مهما يكن‎ ¢{B,} CA; Xue 
n21 

مهما يكن (el‏ وذلك بفضل خاصيّة التجميع القابل للعد. Q3‏ 
UB, EA‏ » وبالتالي A‏ عشيرة على W.E‏ 

n21 
«Maie (غير خالية).‎ CC Ó(E). مجموعة غير خالية‎ E لتكن‎ :19.2 Jaya 
C يحوي‎ E يوجد جبر أصغر (علی الترتيب» عشيرة صغرى) على‎ 
E الترتیب» العشائر) على‎ ule) الجبور‎ US أسرة‎ {Aj}, إثبات: لتکن‎ 
۸= )١ ينتج عن القضية السابقة أن الأسرة بش‎ LC الحاوية للأسرة‎ 


ier 
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جبر (علی الترتیب» عشيرة) على cE‏ ولدینا CEA‏ 
نفرض وجود جبر ule)‏ الترتیب» عشیرة) B‏ على م Cus;‏ 
Mac ۰0 15 ۸‏ 

BcA-[|A;cB 


ier 
عناصر الأسرة رے,[ب4)).‎ asl هو‎ B OY) 
الترتیب» أصغر‎ uie) هو أصغر جبر‎ A إذن ۰8-۸ وبالتالي‎ 
W.C تحوي الأسرة‎ ٤ عشيرة) على‎ 
تعريف 20.2: لتكن أسرة غير خالية ()2 ح0. نسمي أصغر جبر (على‎ 
يحوي الأسرة © بالجبر المولد (على الترتيب»‎ E الترتيب» أصغرعشيرة) على‎ 
(OECC) عه (على الترتیب»‎ (C) — ونرمز له‎ «C — العشيرة المولدة)‎ 


ملاحظة 21.2: 
1 عند انتفاء اللّبس فسنكتب باختصار a(C)‏ (علی الترتيب» 
(o (C)‏ عوض ag(C)‏ (على الترتیب» (©)ع6). 
2( إذا كان © جبرا (علی الترتیب» عشيرة) علی ۰۶ فان 
© <(0) مه ule)‏ الترتیب» (og(C)=C‏ 


مثال 22.2: E OS‏ مجموعة غير خالية» AcE‏ مجموعة جزئية غير 


ag (C) - og (C) - (OG, E, A, A^]. عندئذ‎ «CS (A) خالية و‎ 


مثال 23.2: E = [0,2] 5S3‏ و }[0},]1,2{{ «C=‏ عندئذ 


ag (C) 2 og (C) - (G, E, {0}, ]o,2],]1,2[ [0,1] د‎ {2}, 
t0) U]1,2[, ]o, 1] o {23} 
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Jia‏ 24.2: لتكن E‏ مجموعة غير منتهية. نعتبر الجبر 
}< |4| أو A - (AcE: |A|« v‏ 
(انظر تمرين رقم 22 43 ليس عشيرة E OY‏ غير منتهية). 
لنثبت C)‏ < =(4 )> حيث E‏ العشيرة المعرفة على مجموعة غير منتهية 
€ ب 
|A‘|<a,}‏ آو -Z={AcE: Aso,‏ 
بالفعل» بما Gj‏ < عشيرة تحوي الأسرة 4 فان 2 -o(.A)‏ 
عكسيًاء ليكن 4٠2‏ . إذا كانت A‏ قابلة للعد فان A= U fan}‏ ومنه 


n21 


Aec(.A)‏ . إذا كانت 46 قابلة للعد فان U {b,}‏ = ۰4° وبالتالي 
n>1‏ 


eo(.A)‏ ۰4 ومنه -Aca(A)‏ إذن 7 -(2)4» وبه تتحقق 
المساواة. 


C; «C; C9(E) ح© و‎ 92)2( F نحو‎ E دالة من‎ f مبرهنة 25.2: لتكن‎ 
عندئذ‎ «C4 C C? بحيث‎ 

.Cıco(C,)ce (Cz) و‎ Cı ca(C,)c a(Cz) (1 
.og(f 1 د زه‎ f! (o4 (C)) (2 


اثبات: 1( لدينا من خلال التعريف «C, > C; c a(C;)‏ وبما أن a(C;)‏ 
جبر على E‏ يحوي Gia UC,‏ يحوي الجبر المولد بب C,‏ ألا وهو 
(©)ه. C,ca(C)ca(C) o3‏ 

وبنفس الاستدلال dax‏ على -CQco(C)co(C)‏ 


2( من الستهل Stal‏ من GI‏ الصورة العكسية ((1)6)0 f‏ للعشيرة 
of (C)‏ هي عشيرة على E‏ تحوي f (C)‏ وعليه فان 


() ۰۶۰۵ >) *)6(( f" (s) 
لإثبات الاحتواء الثاني نعرف الأسرة التالية‎ 
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E Beo, (C): f^ (B)eog (O) 
Mae »8 7 ومنه < غير خالية. ليكن‎ »۴ ٤< Ol من الواضح‎ 
.f (Becog(f 3) 0( ©)ءمء 8 و‎ 


ينتج عن الانتماء ((©)2-مر)يمء G9)‏ تسم «(cu)»‏ آن 
ex‏ “8. وباعتبار متتالية EÈ‏ ویر {Bn}‏ نحصل على 
B, € or (C)‏ و «(Vn2 1) «f (B) >) O)‏ 
ومنه (€) مت € "es U B‏ )ع( U, f (Bn‏ 
1> 


.F عشيرة على‎ < oidis UE, ex o3 

n>1 
آن‎ «CcZco,Q(C) من جهة أخرىء نستنتج من الاحتواء المزدوج‎ 
مهما يكن‎ «fL G) E opl fCC) DJ وهذا يستلزم‎ ۰= ot (C) 
أي‎ «Beor(C) 


(2) f?" (e; C) c ot (f^ (0) 


من الاحتواءین )1( )2( نحصل على المساواة المطلوبة في B.(2‏ 


تكمن dal‏ العمليّة للخاصيّة الثانية لهذه المبرهنة في كيفية إيجاد 
العشيرة المولدة بالأسرة f !(C)‏ عن طريق العشيرة المولدة ب ©. 
في الواقع GILT‏ العشيرة المولدة بالأسرة f (C)‏ مع الصورة 
العكسية للعشيرة المولدة ب cC‏ أي بإمكاننا إتمام 6 إلى (0)م» ثم 
أخذ الصورة العكسيّة لهذه العشيرة أو أخذ الصورة العكسيّة ل © ثم 
إتمامها إلى العشيرة f "(o4 (C))‏ 


3- العشائر والجموعات البوريلية 


نتطرق فيما يلي إلى مفهوم العشيرة البوريلية ( نسبة إلى ele‏ 
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الرياضيات الفرنسي بوريل” (Borel)‏ التي نصادفها في الكثير من 
التطبيقات. يتعلق هذا المفهوم بالطبولوجيا التي نزود بها المجموعة 
المرجعية 13 


نبدأ بهذا التعریف: 


تعريف 26.2: ليكن (E, T)‏ فضاء طبولوجيًا. نسمّي عشيرة بوريلية على 
(E, T)‏ العشيرة المولدة بأسرة المجموعات المفتوحة T‏ ونرمز لها = 
B(E,T) «B,CE)‏ (أو BCE)‏ إن لم يكن هناك أي لبس)» أي 

og(T)‏ - (ع) رظا. 


يدعى كل عنصر من (E)‏ 15 مجموعة بوريلية في ۴ . 


يتضح من هذا التعريف أن العشيرة البوريليّة على ۶ تحوي بالإضافة 
إلى المجموعات المفتوحة US‏ المجموعات المغلقة في (E‏ وكذا US‏ 
المجموعات من النمط F‏ و .G‏ 


لدينا المبرهنة التالية: 


مبرهنة 27.2: ليكن (E, T)‏ فضاء طبولوجيًا و T'cÓ(E)‏ معرفة — 
T'={AcE:A eT]‏ 
(أسرة كل المجموعات المغلقة في Maie (E‏ 
(E)‏ رقا - og CT)‏ 


«A eT (ع) را‎ 4A, A ET Xue »4 T إثبات: لیکن‎ 

وبالتالي (ع) Ae B,‏ (لأنها عشيرة). إذن C BL).‏ "۰7 وعليه فان 
-og( T) c B, CE)‏ 

Lad‏ يخص الاحتواء العكسي» نعتبر AET‏ عندئذ "۰7 A‏ وعليه 

فان eT" cog T)‏ ۸ وبالتالي Aet (T7)‏ (لأنها عشيرة). إذن 

cog?)‏ 7» ومن ثم فان 





(1956-1871) [Emile Borel] اميك بوريل‎ C 
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-B,(E)co,(T") 
ها‎ ۸ ad تخصيل: علخ‎ gis 


4- الصفوف الرتيبة 
تعريف 28.2: لتكن E‏ مجموعة غير خالية. نقول عن أسرة غير خالية 


MC P(E)‏ اتها صف رتيب على M E‏ حققت الشرطين التاليين: 
(Loa‏ من أجل كل متتالية متزايدة {A} C ME‏ فان UA, eM.‏ 


n>1 
n>1 
-N 8, 64 فان‎ (B), CAA ص2) من أجل كل متتالية متناقصة‎ 
n>1 


مثال 29.2: US‏ عشيرة هي صف رتيب على نفس المجموعة «E‏ 
والعكس ليس بالضرورة صحیحا. 


قضية 30.2: 1) لتكن {Mi} or‏ أسرة من الصفوف الرتيبة على نفس 
المجموعة (E‏ عندئذ M;‏ صف رتيب على ٤‏ . 

ier 
C الحاوية لب‎ E يوجد من ضمن الصفوف الرتيبة على‎ CC ÓO(E) os (2 
ونرمز‎ Comp یُسمّی بالصف الرتيب المولد‎ (C يحوي‎ (E صف رتيب آصغر(علی‎ 
. له بب (06) عامال‎ 


إثبات: نضع M= ]( M;‏ . لتكن {An} nora CM‏ منتالية منز ايدة» 


ier 
ier) «UY A e M; ومنه‎ (A), CM; «(Vi €7) عندئذ‎ 
n21 25 
من‎ sal فان ۸1> ,4 ل| . ومن جهة‎ Alle 5 صف رتیب»‎ Mi BY 


n21 
{Bn} وحم‎ C Vf; فان‎ {Br} c VE متتالية متناقصة‎ US أجل‎ 
(18,6 M. وعليه فان‎ (Vier) » )١ B, e M ومنه‎ «(Vier) 


n>1 n>1 


-E صف رتيب على‎ M o3 


الفصل الثاني؛ الجبور والعشاتر — — شاع 71 


2( ينتج عن الجزء السابق 1) أن تقاطع US‏ الصفوف الرتيبة على E‏ 
الحاوية للأسرة © هو بدوره صف رتيب على E‏ يحوي C‏ نفرض 
وجود صف رتيب Cy‏ على E‏ يحوي C‏ ويحقق 

۰0 6 ۲۱ Nt 


AEA 
الحاوية للأسرة‎ E حيث مر (4۸/) أسرة كل الصفوف الرتيبة على‎ 


6 بما آن مر[ رماد]ء C‏ عندئذ «C5 > N M; cC,‏ وهذا 
AEA‏ 


تناقض. 03 أصغر صف رتيب على E‏ يحوي © هو بالضبط 
N M,‏ -: (0) ۰/۷4۸ وهو المطلوب.9 


AeA 


سنبيّن في المبرهنة التالية آن الصف الرتيب المولد A ym‏ على E‏ 
هو بالضبط العشيرة المولدة ب 4 . لدينا 


مبرهنة 31.2: ليكن A‏ جبرًا على مجموعة 6 . عندئذ 

Mg CA) - og CA) 
E على‎ M صف رتيب‎ US من أجل‎ «og (LA) CM. وبالخصوص فان‎ 
eA يحوي‎ 


إثبات : لدينا فور! الاحتواء US OY Me CA) c og CA).‏ عشيرة هي 
صف رتيب MECA) Oly‏ هو أصغر صف رتيب يحوي ۸. Lad‏ 
يخص الاحتواء العكسي فيكفي إثبات (A) C)‏ ع14. جبر للحصول على 
الاحتواء المطلوب. 
لنثبت C]‏ هذه الأخيرة هي فعلا جبر على ۰۶ نعرف الأسرة 

«Mo = (Ae Mg (A): Ao e يامال‎ CA)) 
صف‎ Mo إذا استطعنا إثبات أن‎ . 4 c Mo ۳ )4( P لدينا‎ 
«Mig (A) ح‎ Mo على الاحتواء‎ Gl فإننا نحصل‎ E رتيب على‎ 
مستقرة بالتتميم.‎ ۸4 CA) يلمارء وهذا يثبت أن‎ )4(- Mg وبالتالي‎ 
£A, € MICA). متتالية متزايدة» عندئذ‎ {An} مات‎ oS 
[A], C Mo وبما آن‎ U Ane Mel A) ومنه‎ (n2: 


n21 
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وهي aati‏ عندنذ )١ Ani =(U An) e MCA‏ وعلیه Gi‏ 
n>1 n21‏ 
٠. U 4, € My‏ بنفس الكيفية نحصل على انتماء تقاطع متتالية 
n21‏ 
متناقصة c Mo‏ ,ىر {Bn}‏ إلى -Mo‏ 
إذن My‏ صف رتيب على E‏ وبالتالي Mg = MCA)‏ 
cx jn‏ من أجل Ae MCA) US‏ الأسرة 
A): AU Be Mg CA)]‏ يامال -Ea - (Be‏ 
لدینا فورًا (۸) ۳۸ ACE,‏ . لنثبت C)‏ & صف رتيب على LE‏ 
بالتأكيد» لتكن Ea‏ ویر al jia {B,}‏ عندئذ ‘AUB, e MECA)‏ 
«(Vn2 1)‏ وعليه فان 
"EUR AGLI 5n JE Mte‏ 
n21 n>1‏ 
o3‏ £4 ء U B,‏ 
n>1‏ 
نحصل على نتيجة مماثلة من أجل المتتاليات المتناقصة في مع» وعليه 
فان برع صف رتيب على ۰۶ ومن Ë‏ فان Mg(A)=Eq‏ بما أن 
A‏ اختياري فان 
«ME CA) = £c = £5‏ من أجل «C,De MgCA) US‏ 
ومنه -CUDEM,(A)‏ إذن MCA)‏ هي جبر على DE‏ 
لنعتبر الآن متتالية (A)‏ ا C‏ یر (,۰)۸ ونعرف المتتالية المتزايدة 


C MCA)‏ ویر (,8) كالآتي: Ag‏ لا ,8 من أجل 1<”. لدينا 
k21‏ 
B, e MCA)‏ لا = An‏ لا MECA) GY‏ صف رتيبء وعليه فان 
n21‏ 


n21 
وبالتالي‎ «A تحوي‎ E عشيرة على‎ M,(A) 

-ogC A) c Mg CA) 
. يمال‎ CA) 2 og CA). نستنتج مما سبق أن‎ 


لاثبات الشرط المتبقي من المبرهنة تكفي الملاحظة أنّ 
«og A) < ME CA) c M‏ 
وذلك من أجل US‏ صف رتيب M‏ على م يحوي ٠4‏ وهو المطلوب.ط 
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تمتا انتیجة AU‏ يتوليد السنف آلرتیب عن طریق الصورة للعکسية 
لأسرة معيّنة. لدینا 


«C4 ۰0: c 9(E) و‎ COP(F) F نحو‎ E دالة من‎ f مبرهنة 32.2: لتكن‎ 
عندئذ‎ »)0, CC, بحیث‎ 


-Cı Mg (C1) c Me (Cz) (1 
. )یل‎ )0( =f (M; )0(( (2 


اثبات : 1) من الواضح Ci c C c Me (Cz) D‏ وبما أن Mg (Cy)‏ 
صف رتيب على E‏ يحوي Gia 433 C,‏ يحوي الصف الرتیب المولد 
C —‏ الا وهو -Cic Me (Cı) c Me (Cz) OA . M4 (G)‏ 
2 ينتج عن کون (0) :۸۸ صقا رتيبًا على ۴ أن صورته العكسية 
((0) )۶ صف رتيب على E‏ يحوي f 1 (C)‏ . نستنتج فورا آن 
(©) امد ) تسر «Mz (f-2(C))‏ )3( 
Led‏ يخص الاحتواء العكسي» نعرف الأسرة التالية: 
(Be M; (C): f£ G) e Mg (f )©(((‏ - ۷ . 
لدينا من أجل BeCc M,(C) US‏ ما يلي 


«f (Be f ^ (Oc MfG) 
۰0 ۱۲ وعليه فان‎ 


لنکن الآن V.‏ > ریم (,8) منتالية متزايدة عندئذ C Me (C)‏ ویم(,8) 
و ((۶1)6) :۳ (,8) ۶ (Vnz D‏ ينتج عن کون Me)‏ 
صقا Gi)‏ و میم (18» {F (Bnr‏ منتالیتین متزايدتين أنّ 


2 U Bn) = U f£? (Ba) € Mg(f (1) و‎ U B, eM, (C) 
n>1 n>1 n>1 
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UB EY فان‎ ade و‎ «(Vn21) 
المتتاليات المتناقصة في . إذن‎ ۳/۹ dj Ata على نيجه‎ dea 
«Cc VY c Mg) يحقق الاحتواء المزدوج‎ F صف رتيب على‎ Y 
Ol م =۴ . هذا يعني‎ )0( D ومنه نستنتج‎ 

fC) e Mf (C))‏ › مهما يكن «Be MO)‏ أي 

(4) -F (M GO) 8 Me (1) 

من الاحتواءين )3( 5 )4( نحصل على المساواة المطلوبة.8 

5- مفهومأثرالجبر والعشيرة 

لتكن E‏ مجموعة غير خالية CcÓ(E)‏ أسرة غير خالية. نعف 
(trace) jii‏ الأسرة C‏ على مجموعة جزئية ۸ غير خالية من E‏ 
كالآتي 

۰۸0-18 ۸:8 ۰0 


بادراج التباین القانوني j: AE (canonical imbedding)‏ المعرف 
ب ۷-(0)ز۰ dax «(Vx eA)‏ على 


j^ (B-(xeA:jOG0 eB] = {xe A: (ر)ز‎ - xeB) 
=ANB 
وعليه فان‎ «BCE US من أجل‎ 
j'XO-(j?(G:Bec]-(anB:BeC) 
=ANC 


مثال 33.2: نعتبر على المجموعة E={a,b,c,d}‏ الأسرة 
.C={@,E,{a},{a,b},{b,c,d},{c,d},{b},{a,c,d}}‏ 

لنعيّن أثر هذه الأسرة على المجموعة الجزئية .A={a,b,d}‏ لدينا 
-An C- (8,4, (a), (a,b), (b, d], (d) (b), (a,d]]‏ 
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ملاحظة 34.2: نشیر إلى أنه إذا كانت (ع)6-9 ule) Da‏ الترتیب» 
عشيرة) على ۰6 فان أثر © على مجموعة جزئية ACE‏ هو جبر 
(على الترتيب» عشيرة) على ۰۸ يدعى الجبر المُمتخلص (على 
الترتیب. العشيرة المُستخلصة) من © على . 


قضية 35.2: لتكن E‏ مجموعة غير خالیة. ACE‏ و (9)8 ح-6» Mae‏ 
(©)عو ممه .og(ANC)=‏ 
إثبات : لدينا بمقتضى المبرهنة 25.2 ما يلي 


c, (An © - oj (O))- j (oel) 
=Ano;(C) 
وهو المطلوب.#‎ 


لازمة 36.2: لیکن (E, T)‏ فضاء طبولوجیا و «ACE‏ عندئذ 


۰۸15 سررقا - (ع)‎ (A) 
إثبات : لدينا من التعريف ما يلي‎ 
و )برع( ۸7)ر».‎ og (T) - BLCE) 
W. By )4(- AG BE). Cj من القضية السابقة‎ My gd نستنتج‎ 
نقدم فيما يلي بعض النتائج الخاصة بتوليد العشيرة البوريلية بأسرتي‎ 
لهذا‎ (ET) في فضاء طبولوجي‎ Gss FQ ha المجموعات من‎ 
المجموعات‎ US لأسرة‎ (GÀ الترتيب»‎ ule) 27 الغرض نرمز ب‎ 
في (6,7). لدينا النتيجة التالية:‎ (Gs (علی الترتیب»‎ E, من نمط‎ 
فضاء طبولوجیا. عندئذ‎ (E, T) مبرهنة 37.2: ليكن‎ 
.og (£7) - o, (9?) - B, CE) 
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إثبات: واضح c BG) ti‏ 27 لكون B, (E)‏ عشيرة على cE‏ ومنه 
og (£7) cB, (E)‏ 

US ومنه أسرة‎ V ۰7۳ copel F?) عندئذ‎ VET لیکن‎ se 

المجموعات المغلقة T^‏ في E‏ محتواة في -opl F?)‏ إذن 
B, )۶( cot?)‏ - (77)ين» 

وعليه فان .o¢(F7)=B,(E)‏ 

فيما يخص الأسرة GF‏ لدينا فور الاحتواء T c g?‏ لكون US‏ 

مجموعة مفتوحة هي من نمطا Gs‏ نتنتج اذن Q‏ 

(“62)9-(5)8. من جهة أخرىء من أجل KeT' US‏ فان 

.Keog(g°) وبالتالي‎ ۷ eT cg? colg?) 

Ale 5 ۰7" cogm(g?) إذن‎ 


.og( T) - B, CO c os (g?) 


Mo, (9°) =B,(E) وهكذا فان‎ 
Ry R العشائر 4415541 على‎ -6 


نظرا لأهميتهما العمليّة سوف نهتم بتوليد العشيرتين (R)‏ ير -: BCR)‏ 


و B(R):=B, (R)‏ بطرق متنوّعة بغية استعمالهما في الوقت 
المناسب» حيث نرمز ب 7 للطبولوجيا الاعتيادية على . 


لنبدأ بالمبرهنة التالية: 


مبرهنة 38.2: لدینا (/,2) ج” = (®)8 ۰ لکل :k‏ 8 > / >1: حيث 
‘Z,={[a,b[:a,beR} (2 «Z,={]a,b[:a,beR} (1‏ 
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‘Z,={[a,b]:a,beR} (4 :Z;-(]a,b]:a, be R} (3 
«1g={]-o,a]:aeR} (6 «Z5={]-~, a[:aeR} (5 


-Tg={[a,+0[:aeR} (8 «Z,={]a,+0[:aeR} (7 


إثبات : 1) من الواضح -og(Z,) C BOR) 415 2 C 70 Ol‏ من 
جهة cis yal‏ تكتب US‏ مفتوحة غير خالية في R‏ على شکل اتحاد 
قابل للعد لفترات مفتوحة ( مبرهنة كانتور )۰ إذن ]وط V=U Jay,‏ 

n>1 
Veor(Z;) وعليه فان‎ la», رح (امط‎ cC Zı © OR (Zi) Cus 
وهكذا‎ BOR) c og(2,) D نستنتج فور‎ .70 Cog(Z,) وبالتالي‎ 
جه.‎ )22(- BOO). فان‎ 


2( يكتب US‏ عنصر من ر7 كالآتي: 
«[e, b[ = N Ja-4/n, bf‏ 
n21‏ 
ومنه [a, b[E BR)‏ وبالتالي B(R)‏ ر7 . O3‏ 
og (T2) c BR)‏ لدينا من جهة es Al‏ 
«la, b[ = U [a+ 1/n, bf‏ 
n21‏ 
ومنه )22( «Ja, bl eog‏ وعليه فان -Z,cog(12)‏ 93 
BO) = og (Z1) Cog(Z2)‏ 
وبهذا تتحقق المساواة -0g(Z2)- BCR)‏ 
4( يكتب US‏ عنصر من T,‏ على الشكل التالي: 
«[e, b]= N ]a- 1/n, b+ 1/0]‏ 
n21‏ 
فهو إذن عنصر من BUR)‏ ومنه BOR)‏ م2 . ‘od‏ 
(Zz) c BOR)‏ جى . لدينا من جهة ثانية» 


«la, b[ = U [a + 1/n, b- 1/n] 
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ومنه (م2) ج» ,7 » وبالتالي -B(R) -og(Z))cog(Z,)‏ 
نستنتج ممّا سبق BOR). tj‏ -(,2) ج6٠‏ 
5( لدینا 76ح 7 ومنه C BOR)‏ (27) جى. نلاحظ من جهة أخرى 
ol‏ 
]a, + of | |b, + of‏ -[ط «(Va, beR:a «b) «a,‏ 

ومنه cog(77)‏ و7 وبالتالي» (Z3)Cog(Zz)‏ جه - -B(R)‏ 

-Op(Z7)=B(R) oF 
نبرهن بنفس الكيفية على باقي القضايا.ا‎ 

ملاحظة 39.2: Ul‏ نحصل على نفس النتيجة إذا ما عوضنا ه و ط في 
RR‏ ب ه وط في -Q‏ 


ik Og و (8012 -(27)جت:‎ og (7,) = BR) مبرهنة 40.2: لدينا‎ 
حيث‎ »1> > 4 
‘Fi={|n+o]:reQ} (2 «Fy={]a,to]:aeR} (1 


‘Fy={[r,to0]:reQ} (4 «F,={[a,to]:aeR} 3 


Un 


( 
JJXz(per:reQ) (6 «--1]ee[:aeeR) ( 
7 


.F={[-o,r]:reQ} )8 «F,={[-~,a]:aeR} 


إثبات : 1) سوف نثبت فقط أن og (7) - BÜR)‏ و -0g(71) - B(R)‏ 

البقية يبرهن عليها بنفس الكيفية. لتكن 70 الطبولوجيا الاعتيادية 

(Rule‏ ولیکن 2[م+,ه[-4. لدینا فورًا م247 ومنه 

> 2 . إذن c eg (75) - BUD)‏ (تل)چه. 

عكسيًاء لتكن ۷ مفتوحة في Xue CR‏ تکتب ۷ على شكل اتحاد 

عناصر من قاعدة الطبولوجيا To‏ أي ولاب ر۷ ں ,لا - /اء حيث 
[-o,af}‏ أو 2 )ولا (و7 ۷ أو Ø‏ )- يلاء 
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GER ولاء حيث‎ -) Ø أو‎ ]a,«]) 
عدد حقيقي © مايلي:‎ US لدينا من أجل‎ 
«(1 [ممد,م/1 - و[‎ - [a,*]6 og (71) 


n21 


[79 a[ =[a,+00]° € og (Fy) 4345 


من جهة أخرىء تكتب US‏ فترة منتهية > ]ط,ه[» «(a«b)‏ على 
الشكل ]ط,ه-] 0 ]0+ =]a,‏ ]ط,ه[ء فهي إذن عنصر من (722)ج6. 
وعليه فان US‏ مفتوحة من م7 تنتمي إلى )75( cog‏ وهكذا فان 


To cog( 5) وبالتالي»‎ ۰۷ > og (71) 
وبهذا الاحتواء الثاني نحصل على المساواة‎ «B(R) cog (7) oJ 
. )جه‎ 2(- B(R) 
لدينا‎ .A-]neo]e Fy نعتبر عنصرًا‎ «og (Fy) - BR) لإثبات أن‎ 
-og (71) c B(R) ON . 2/76 ومنه‎ Ae Tg DÈ 


عكسيّاء ليكن a‏ عددًا حقيقيًا ولتكن (r)] CQ‏ متتالية متزايدة تنتهي 
إلى ca‏ عندما n‏ يؤول إلى (o‏ عندئذ 


‘ U Ins] = ]a,+o]e oş (F1) 


ومنه )71( B(R)- og (71) c og‏ وبهذا تتحقق المساواة 
المطلوبة. 8 


Cus AUB على الشکل‎ BUR) عنصر من‎ US ملاحظة 41.2: يكتب‎ 
-BEe{Ø,{-0}, {+0}, {-0,+0}} و‎ Ae BOR) 
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مسألة محلولة 


لیکن (E, T)‏ فضاء طبولوجيًا بحيث Cj‏ تقاطع US‏ مجموعتين مفتوحتين غير 
خاليتين هو مفتوحة غير خالية. نعتبر الأسرة 
۸ ۷ أو .E-(AcE:3V(«9Q)e T:VcA‏ 
E dox 1‏ جبر على E‏ 
2( نعرّف على E‏ الأسرة c A)‏ ۷: 27 (۶0) ۴:2۷ 1۸ <06. 
esi -i‏ أن .a(C) 2 X‏ 


ب- أوجد فضاء طبولوجیا (E, T.)‏ بحيث لا تكون < عشيرة على . 


الحل: 


1) لدينا EET‏ مع مح ع » ومنه 3 . إذن ۶0 ن. 
الاستقراربالتتمیم: ليكن 4273 . إذا (Ja uà) Ve T as’‏ بحيث 


VeT aj, أما إذا‎ .A ex ومنه‎ Vc(A) = ۸ Xue مح لاء‎ 

(غير خال) بحيث “مح ۰۷ فواضح A >< Gl‏ وهکذا فإته في WIS‏ 
الحالتين eX‏ ۸۴ . 

الاستقرار بالاتحاد: A OY! QE‏ و8 في ۰۶ M‏ احتوت إحدى 
المجموعتين الجزئيتين على مفتوحة غير خالية WeT‏ فان 
«wcAUB‏ وبالتالي GÍ . 406٤2‏ إذا وجد V,‏ ويلا في T‏ 
(غیر خالیین) بحیث V A‏ و «cB.‏ فان 
CAS OBS z(AUBX‏ و۷ ,۰۷ ومنه (AUB) EE‏ ينتج عن 
الاستقرار بالتتمیم 8٤< Gl‏ ۸0 . 

إذن» الأسرة E‏ جبر على المجموعة LE‏ 

2 ) من الاحتواء CCE‏ نحصل فور! على .a(C) c E‏ 
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lke‏ ليكن B AcE‏ وجدت مفتوحة غير AM‏ ۷۰7 بحيث 
مح ۰۷ Ub .AeCca(C) Xue‏ إذا وجدت مفتوحة غير خالية 
VET‏ بحيث “همح ۰۷ «A°eCca(C) Xe‏ وبالتالي Aea(C)‏ 
(لأنها جبر). «gal‏ (©)5-6» وعليه فان -0)©0. 
ب) نعتبر على المجموعة E=N"‏ الطبولوجيا 

-T ={Ø u {C, = {n,n + 1n4 2,...},0=1,2,...} 
Ol من الواضح‎ .)۷”<1( «A, = (2n). متتالية بحيث‎ {A,} , لتكن‎ 
OY A ٤< لا ينتمي إلى ۰7 (۷۸<1)ء بينما‎ A, 

-{2n+1,2n+2,..}€T و‎ {2n+1,2n+2,...} “رظح‎ 

ومنه .(Vn2 1) «A, EX‏ لدينا 

(U Ay) = itd و‎ UA, ={2,4,6,...} 


n21 n21 


وکلاهما لا ينتمي إلى الجبر 2 وبالتالي E‏ ليست عشيرة على ONT‏ 


تمارین مقترحة 


.E={a,b,c,d,e} od OF‏ تعرف على الجبور والطبولوجیات من 
ضمن الأسر التالية: 

Z, ={Ø,E,{a,c},{e}} 

(E, (a) (bic) ,{c,d,e} ,{a,d,e}}‏ - رلا 

={Ø,E,{a,b},{c,d,e},{a,d,e},{b,c}}‏ ولا 

x, - (G,E, (a,b, c), (d,e]) 

-(G, E, (c), (b, c), (a,c, d], (a,b, c, a])‏ ولا 
02 نعتبر على مجموعة غير خالية E‏ الأسرة التالية 

A 


47 


< و 








-E={AcE: la|«o أو‎ <o} 


82 ال النظرية العامة للقياس والمكاملة 


.E جبر على‎ < ad. 
منتهية.‎ E إذا وإذا فقط كانت‎ E ب. أثبت أنت < عشيرة على‎ 
fR جبر على‎ (]a,b[, a «b, a,be R]) هل الأسرة‎ (1 8 
هل أسرة كل المستقيمات في المستوي جبر على هذا المستوي؟‎ (2 
{A} CE Ata بحيث أنه من أجل كل‎ E جبرا على‎ E لیکن‎ Of 
متزايدة (علی الترتیب. متناقصة) لدينا‎ 
.)] (۸۵, eZ (علی الترتیب.‎ LA, ez 
n21 br 
.٤ عشيرة على‎ X don 
US من أجل‎ › U An € 4 بحيث‎ E على مجموعة‎ A كل جبر‎ ii أثبت‎ 6 


متتالية .4 ےہ (,4) ذات اصر fhe a aia‏ بر عل .E‏ 
6 لتكن f:E— F‏ دالة معطاة و X‏ عشيرة على 6 . أثبت Gl‏ الأسرة 
I= {BcF: f" (B)ex)‏ 
عشيرة على ۰۴ 
gu OF‏ < عشيرة على مجموعة F‏ و ۲<- ۶:6 دالة تقابليّة. أثبت Qi‏ 
الأسرة 
A={AcE: f(A)ex}‏ 
عشيرة على E‏ 
8 أثبت أن كل جبر منته على مجموعة E‏ هو عشيرة على نفس المجموعة. 
09 لتکن ACE‏ مجموعة جزئية غير خالية من مجموعة E‏ و ولا عشيرة 
على 4 . هل الأسرة D={BCE:ANBELZo}‏ عشيرة على SE‏ 
0 لتكن E‏ مجموعة غير خالية و ECÓ(E)‏ بحيث 
ANB eX (i‏ من أجل US‏ ۸ و8 في .X‏ 


ب) U A, EZ‏ من أجل کل منتالية CZ‏ وحم cui {An}‏ عناصر منفصلة 
n>1‏ 5 


مثنى مثنى. هل الأسرة E‏ عشيرة على SE‏ 
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os. 1‏ [1,1-] = ع . أوجد الجبر المولد بالأسر التالية: 

T,={{-B,{B} (1 

۵ [1/2,1-[,]1,0-])-و۲. 

-E={1,2,3,5,7} osa 2 

أ) cue‏ العشيرة المولدة بالأسرة D‏ في الحالات التالية: 
=T, ={{1,2,3},{3,5,7}}‏ 


ب) قارن off, )Uo(T,)‏ ب .o(T,)‏ ماذا تستنتج من ذلك؟ 

IB‏ لتكن E‏ مجموعة غير خالية و «C, C 9 (E)‏ ,0 . أثبت التكافؤ التالي: 
C6 co(6) e o(G)=0(C)‏ و C; co(6)‏ 

4 لتكن ‏ مجموعة غير منتهية. إذا رمزنا ب Cp‏ لأسرة US‏ المجموعات 

الجزئية من E‏ المتكوتة من n‏ عنصراء (n21)‏ أثبت أن 


-(Vn2 1) «a(C,) - (Ac E:|A| > 0 or |A° 








> oo} 
.T'={{a,b},{b,c,d},{d}} و‎ E={a,b,c,d} ost 6 
.٣ عيّن الطبولوجيا 7 المولدة ب‎ .1 
.8, (E) أوجد العشيرة البوريلية‎ 2 
مجموعات غير بوريلية؟‎ E هل توجد في‎ .3 
0ح5-4.‎ |Al<ao أو‎ <o} sE-Qos(1 (16 
.0 الجبر < ليس عشيرة على‎ ol os 
.5-)4 12: > مه‎ $jaso, 5 £= لیکن‎ 2 
JR. بين آن العشيرة < ليست طبولوجيا على‎ 
هو طبولوجيا.‎ E كل جبر منته على‎ Gi مجموعة غير خالية» أثبت‎ E لتكن‎ 3 


A 
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E={a,b,c,d} os (4‏ و 

E- (OG, E (c), (bic), (a, d), (a, b,c,d)) 
VE الطبولوجيا = ليست جبرا على‎ Gl os 
.٤ أسرة من مجموعات جزئية من‎ E مجموعة اختيارية و‎ E لتكن‎ IF 
EQ توجد أسرة قابلة للعد‎ c(X) من‎ A برهن 43 من أجل كل عنصر‎ 
-Aeg(X,) بحیث‎ E محتواة في‎ 
نعتبر على الفترة ]0,1[ = ل الأسرتين:‎ 8 
.1" < ه> 0 :[طره]!‎ > b« 1, و (©ءطره‎ T= ([a,5]: 0 «ax b« 1] 
.c(FP)2c(r)-2B(J) Bes 
D يحوي © وعنصرا غير خال ۰۸ بین‎ E لیکن = صقا رتيبًا على‎ 9 
E صف رتيب على‎ ¥ -(BCE: AUB, ۸۱8, 8|۸ ٤< الأسرة‎ 
بحيث‎ ٤ أسرة من مجموعات جزئية من‎ E مجموعة غير خالية و‎ E لتكن‎ 0 
.VABeX—AnBeZz (Í 
.VAeZ,3AQAQ-,A,€X:A = A, UA, U.. UA, (f 
.a(2)={Ua, (Al. ce, اس‎ co أثبت‎ 
GEE كل‎ Jal نضع من‎ .E ie gapa لیکن = جبرا منتهيا على‎ 27 

.A,=N{Aex: acA} 

1 أثبت oi‏ من أجل كل bs a‏ في ع فان ANA, =Ø‏ أو A, =A,‏ 
2( استنتج وجود تجزئة منتهية P‏ لب E‏ بحيث .E=a,(P)‏ 
ce (3‏ أن |z|22"‏ 


الفصل الثالث 


القياسات الموجبة والخارجية 


الفصل الثالث 
القياسات الموجية والخارجية 


1- القياسات الموجبة 

نستهل هذا الفصل بتعريف التوال الجمعية التي تلعب دور متميّزا في 
النظريّة العامة للقياس. تُعرّف هذه الدوال على أسرة من مجموعات 
جزئية من مجموعة غير خالية LE‏ نقدّم بعد ذلك مفهوم القياس الموجب 
كدالة جمعية معرفة على جبر على E‏ وتأخذ قيمها في [6+,0]. من 
aal‏ الخصائص التي سنتطرق إليها هي إمكانيّة تمديد القياسات الموجبة 
من جبر إلى العشيرة Sal gall‏ بهذا الجبر وذلك بفضل مبرهنتي QU‏ 
وكرائيودوري. وكتطبيق عملي لنظرية القياس نعرآف قياس لوبيغ الذي 
sad‏ مفهوم الطول الاعتيادي على المستقيم الحقيقي. 


تعريف 01.3: لتكن E‏ مجموعة غير خالية» CCÓO(E)‏ أسرة غير خالية و ۴ 
إحدى المجموعات التالية {+o}‏ ل R «IR*‏ أو RU (eoo)‏ نقول عن دالة 
۴ج ۷:0 إتها جمعية (على الترتیب. »-جمعیة) إذا حققت الخاصية التالية: 

n n 

3 4 A, |= A 

ee «(0 J P dii 
(على الترتيب»‎ 
«(a (التجبيع القابل‎ w(u a- È v (Ar) جع)‎ 

k21 k21 
من أجل كل جملة منتهية ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى‎ dii, 
الترتیب» متتالية قابلة للعد ذات عناصر منفصلة مثنى‎ uie) (A); CC 


n 
(U A, EC الترتیب.‎ ule) y A۸ 6 بحيث‎ ({Ak} © مثنى‎ 
21 -1 
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ملاحظة 02.3: 1( إذا كانت y:C—F‏ دالة جمعيّة بحیث 66 
و cys oo‏ عندئذ 0-(2)/|. بالتأكيد» ينتج عن کون ۶ج ۷ وجود 
مجموعة جزئية AEC‏ بحيث (A)|«o‏ ۰ ومنه 
(Ø)‏ برا + (م ) برا - (2 ناش ) براح .y (A)‏ 
إذن .w(2)20‏ 
2( إذا كانت {too}‏ ن 1 y C‏ دالة جمعيّة و 26 4,8 بحيث 
BAEC (ACB‏ و w(A)‏ منته فان 
-y(B\A)=w(B)-y(A)‏ 

بالفعل بما B=(B\A)UA C‏ و 24-2 (814)» عندئذ 

cw (B)=w )) 8 ١ A) ب‎ A)2v(BVA) + w (A) 
س -(8) س = (۰۷)8۱۸ بفضل محدودية المقدار (۸)س.‎ (A). ومنه‎ 


تعريف 03.3: لتكن E‏ مجموعة غير خالية و A‏ جبرًا على E‏ نسمي قیاسا 
موجبًا على A‏ كل دالّة -جمعية بر من A‏ نحو ]0,00[ 


بعبارة أخرىء تكون الدالة يم Ca‏ موجبًا على جبر 4 إذا وإذا فقط 
حققت الشرطين: 
قم1) «u(Q)-0‏ 
sal aga) „(U 4, |= > (^) (2‏ 
n>1 n>.‏ 
من أجل كل متتالية (AL) CA‏ ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى 


بحيث > م۸ لا ٠‏ 
n21‏ 


ملاحظة 04.3: نشير إلى أنه يمكننا بفضل الملاحظة 02.3« 1( الاستغناء 
عن الشرط قم1) طالما كانت الدالة غير منحلة» بمعنى أنه يوجد 


عنصر ۰۸٤۸‏ ۸ غير خال بحیث -u(A)«o‏ 
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ملاحظة 05.3: كما هو واضح من تعريف القياسات الموجبة Y WE‏ نهتمّ 
إلا بالتوال ذات القیم الموجبة. في الواقع» يمكننا في أغلب الأحيان 
كتابة Alla US‏ -جمعية ذات قيم في R‏ كفرق لقياسين موجبين ولذلك 


هذه بعض الأمثلة عن القياسات الموجبة: 


مثال 06.3: لتكن E‏ مجموعة غير خالية. نعتبر ANAM‏ 
pu: P(E)—>[0,+0]‏ 
المعرّف ب . . (A) - AI‏ إذا كانت A‏ منتهية 


و u CA) - vo‏ « إذا كانت A‏ غير منتهية. 


من الواضح A-9(E) D‏ جبر على Gly E‏ 0-(2)/م. لتكن 
{A,} -9)6(‏ متتالية ذات عناصر منفصلة مثنى مثنی» نضع 
A,‏ لا -لاء 
n21‏ 
(i‏ )13 كانت المجموعة U‏ منتهية فكل المجموعات الجزئية A,‏ منتهیة» 
وبالتالي فمن أجل عدد منته فقط من المؤشرات ny,‏ تكون هذه 
الأخيرة غير خالية (والا صارت لا غير منتهية) » وعليه ili‏ نحصل 
بسهولة على 





م م 
An,|= È |An,|= È lAl‏ اناه 
k=1 k=1 n21‏ 


(UA (= Xii on 

n21 n21 

ب) إذا كانت لا غير منتهية» Gli‏ أن يوجد (على الأقل) مؤشر ng‏ 

بحيث + - | [Aj| «co ls cA,‏ ۰0 مهما يكن n.‏ في مجموعة 
جزئية غير منتهية SeN”‏ نحصل في الحالة الأولى على 
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X aS) E 4(4)‏ += =| ,4 لا 


n>1 2 
۶ 
یخص الحالة الثانية فإتنا نحصل على‎ Lady 
su U 4, Joco Y 15 E as) Y (A) 
n21 nes nes 


«(UA (= E aes) + ومنه‎ 


n21 n>1 
يدعى‎ «A -9(E) إذن» الدالة (الموجبة) بر قياس موجب على‎ 
. ونرمز له ب پیر‎ «(counting measure) قياس العدّ‎ 


مثال 07.3: لتکن E‏ مجموعة غير خالية و Vya ACP(E)‏ على -E‏ 
نعتبر 6,:A—>[0,+00] Nall‏ المعرفة ب . 
Lif acA‏ 


(YAE A) = AEA 


g Cus‏ عنصر مثبّت في ع. 
CJ‏ م5 قياس موجب على ع . بالتأکید» لدينا ولا 0-)2(,& OY‏ 
0 . لتكن الآن 4ح {A,}‏ متتالية ذات عناصر منفصلة مثنى 
مثنى بحيث AEA‏ لا › نضع U=UA,‏ 
n>1 n>1‏ 
أ) إذا کان لا ۰0 يوجد عندئذ مؤشر وحيد و ٤ ۸, Cus)‏ 0 
و «(Vnz nj) cagA,‏ ومنه 
(Vn ng) «4, (A,)-0‏ و1 - -Sa (An)‏ 
نستنتج فورًا آن 
(UA )-: -A(As)* X AA)" XA)‏ 


21 n£no 


ب) إذا كان «(Vnz 2 «ag A, Xe cagU‏ وبالتالي 


A(UA )= Z 3. (4)-0 


n>1 n>1 
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وهكذا فان ,6 قياس موجب على A‏ يدعى قياس ديراك؟ (Dirac)‏ عند 
النقطة .a‏ 


تعريف 08.3: ليكن بر قياسا موجبًا على عشيرة (ع)9- ۰5 نسمي الثلاثية 
)4 ,< ,۴) بفضاء قياس (measure space)‏ . 


نقول عن فضاء قياس (E,Y, u)‏ )4 منته إذا كان القياس الموجب بر منتهيّاء 
بمعنى أن © > (VWAEZ) «uu (A)‏ 


كما نقول عن فضاء قياس (بررلة,ٌ) 4 منته إذا وجدت متتالية 
{A} CE‏ بحيث E-U A,‏ و (Vn21) «u(A)«o‏ 
n21‏ 

ملاحظة 109.3 تُسمّى في نظريّة الاحتمالات قانون احتمال US‏ قياس موجب 
P:9 [0,1]‏ على عشيرة $c9(Q)‏ بحيث «P(Q)=1‏ كما 
نسمّي الثنائية )?0,9( ule)‏ الترتیب» الثلاثية ((Q, P,P)‏ بالفضاء 
الاحتمالي (على الترتيب» فضاء احتمال)» Ages)‏ نسمّي حدثا US‏ عنصر 
من العشيرة 9. 


مثال 10.3: يكون قياس Sell‏ المعرّف في المثال 06.3 منتهيًا إذا وإذا فقط 
كانت E‏ منتهية» ويكون »-منتهیا إذا وإذا فقط كانت E‏ قابلة للعد. 
مثال 11.3: لتكن ۸ ج #: f‏ دالة sul jie‏ ومتصلة عن اليمين. نعرّف 
ur: B(R) [0,0]‏ كالاتي: 

«—o«a«b«o «u(]a,b])- f(b)- f(a) 


عندئذ ,مم قياس موجب و منته على (B(R)‏ یسمّی بقياس لوبيغ- 
ستلجس2. 





(1984-1902) [Paul Adrien Dirac] بول ادريان ديراك‎ ( 


(1895-1856) [Thomas Joannes Stieltjes] طوماس جونس ستلجس‎ (7 
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نقدّم فيما يلي بعض الخواص الهامة التي تتمئع بها القياسات الموجبة 
والتي توضتح أهميّة هذا الصنف من الدوال الجمعية وأسباب التعمّق في 
دراسته. 
خواص ule‏ 12.3: ليكن A‏ جبرًا على مجموعة غير خالية «E‏ وليكن 
[+,0] ج 4 :ير قياسًا موجبًا معطى. عندئذ. 

1( اعمیع i pad‏ من أجل كل متتالية منتهية ذات عناصر منفصلة مثنى 


a) 


(AL, CA te‏ فان 
k-1‏ 


E^ 


H(A, ) 


= 
0 


wo 2‏ مهما يكن By A‏ في A‏ بحيث ACB‏ فان 
(B)‏ > (ه)ر. 

-H(B\A) = u(B)- u(A) فان‎ u(A) > ولذا كان مه‎ 

quá eu (3‏ القابل ual‏ مهما تكن المتتالية (A), CA‏ بحيث 
هی ,4 لا فان 


(U^ > ممع‎ 0 


21 n21 


إثبات: 1( نعرف المتتالية {B} c^‏ كالاتي 
kB, =Ø‏ عندما .nZk Lec B,-A,5 k»n‏ 
لدينا فور"ا (B),‏ متتالية ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى وأنّ 


K21 


«O3 UB, - 4 eA 
k=1 


k21 


AD ue) 200 


k21 k21 


-à(A)24(2)- Y u(A k) 


k=1 
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2 لدينا B=AU(B\A)5 A,B\AcA‏ مع 2-(46)814. 
ينتج عن الخاصية 1) Ol‏ 

(1) < u(B)= u(A)+ u(BVA) 
- (A) > u(B) ومنه‎ 
إلى‎ MA) فبإمكاننا نقل الحد‎ (A) > من جهة ثانية» إذا كان هه‎ 
الطرف الآخر من المعادلة (1) للحصول على المساواة المطلوبة.‎ 


3( لتكن (A), cA‏ بحيث «UA, e.A‏ توجد حسب خاصية 
n>1‏ 
الفصل 17.2 متتالية ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى 4 {B}‏ 


> 
c3 


-(Vnz 1) ۰8, A, ,قلا و‎ -UA, «UB, eA 


n21 n>1 n>1 

نستنتج فورًا من التجميع القابل للعد ومن الرتابة أن 

(UA |=o{Us,}=Da(e,)s Daa) 

21 721 21 n>1 
نتطرق فيما يلي إلى أولى نتائج التقارب التي نتمثع بها القياسات‎ 
الموجبة والتي تسمّی في بعض المراجع بخواص الاتصال للقياس‎ 
I3 © جمعية ]0,00[ ۲:0 انها متصلة عند‎ Alla الموجب. نقول عن‎ 
بحیث‎ {A} CC منتالية متناقصة‎ US من أجل‎ lim v(A,) 20 كان‎ 
no 

lim A, = 6‏ . والسؤال الجدير بالطرح هو متى تكون Alls‏ جمعية ۷ 

no 


Alla‏ -جمعیة؟ التمرين 06 يجيب جزئیا على السؤال وذلك عند توقر 
شرط الاتصال لدی sev‏ 0. 


مبرهنة 13.3 (خاصيتا التقارب): لیکن 4 جبرًا على مجموعة ]۰ 
و ]0,2[ — A4‏ :1 قياسًا موجبًا. Maie‏ 
خت1) من أجل Us‏ متتالية متزايدة 4 > {A},‏ بحيث > ,4ل] فان 


1 {Ua [| - lim u(A,), (- supu(A,)) 


n>1 
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خت2) من أجل كل متتالية متناقصة 4 (B,),,,‏ بحيث > ,18( 


n21 


و «o‏ ( ,8 )ير من أجل مؤشر 1 < ,م › فان 


(Qu. J- mat), (mta) 


21 


إثبات: خت1) توجد بفضل خاصية الفصل منتالية ذات عناصر منفصلة مثنی 


BET up: CAm cA مثنى‎ 


-(Vn2 1) ) «e» یل‎ A, و‎ Uc, -UA «A 


k=1 k=1 n21 n>1 
وبالتالي فإن‎ 


AU^ J-«[U- e» 
( 


= lim > y رون(‎ Ue, 


no no و‎ 
= ima UA, |= ma^) 


خس2) نعرف المتتالية (A), cA‏ كما يلي 
سا (Vn21) «A, =B,‏ 


من الواضح أن المتتالية ,.,(,4) متزايدة وتحقق 


UA, 25, 1] (8-9, WB, € A 


n>1 n>1 n>1 


Bis 


s.) ons) of 8} =H(8,,) >» 
نحصل بفضل الخواص السابقة للقياس على‎ Lille c(Vn2 1) 


(Cy. )= imala D‏ ۱۳ ,)م -[ هلم 


21 n21 
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lim 4(8, )- n(8...) 
n(s.)-Imun...) 


no 


5 
= u(B,, )- lim (B, ) 


نتج To‏ عن محدودية لمقدار Japi‏ 


mais)‏ ی 


nzi 


ملاحظة 14.3: C]‏ شرط وجود مؤشر رم بحيث © > ) (B,‏ ضروري 


التالي ; 


مثال مضاد 15.3: نعتبر المجموعة 8 =ع» الجبر A=P(R)‏ وقياس 
العد ,يم . نعرف المتتالية {B,} z: CP(R)‏ ب «B, =[n,+00[‏ لکل 
1 <7. من الواضح Ol‏ 
,.,).&( متناقصة 
«(Vnz1):4u(B)-4 e‏ 


(15,28 ۰ 


n>1 
نستنتج من الخاصيتين الأخيرتين أنّ‎ 


lim u, (B, - +0‏ ده[ يقل أب 


21 


وهكذا فان )8( مقر sad‏ ویعود سبب عدم الحصول على 


n>1 
المساواة إلى كون شرط محدودية قياس حد من حدود المتتالية غير‎ 
.13.3 محقق كما تنص عليه المبرهنة‎ 
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2- القياسات الخارجية 

ان الهدف الرئيس للقياسات الخارجية التي نحن بصدد تعريفها هو 
استعمالها في تمديد قياس موجب ,مر معرّف على جبر ACP(E)‏ إلى 
قياس موجب 4 معرف على العشيرة المولدة ب GA‏ ألا وهي 
o,(A)‏ . وكتطبيق مباشر لهذا التمديد سوف نعرّف قياس لوبيغ على 
أسرة £ من المجموعات الجزئية من المستقيم الحقيقي . 


نستهل دراستنا بهذا التعریف. 

تعریف 16.3: نسمي قیاسا خارجيًا على مجموعة غير خالية E‏ كل دالّة 
[هبر0] = (E) + R-‏ 9: عبر 

نتمتع بالخواص التالية: 

قخ1) 0-)4^(2. 

(«tJ eb) (VA, BCE:ACB)— مر > (۸) مر‎ (B) قخ2)‎ 

(v(A,, eee) e UAJ« X4(A) Qd 


n21 


(خاسیء التجبيع بحزني القابل QU‏ 





ملاحظة 17.3: US‏ قياس موجب معرّف على P(E)‏ هو مثال عن قياس 
خارجي على ع بينما القياس الخارجي ليس بالضترورة قياسًا موجبًا كما 
يوضتحه المثال التالي: 


مثال 18.3: لتكن E‏ مجموعة بحيث 2 |E|2‏ و[م,0]ج :9(E)‏ "ر 


معرفا ب 0-(2©)*بر Mae . 42 «ACE US p*(A)=15‏ 
الالة u^‏ قياس خارجي على غير al‏ ليس GS‏ موجبًا على P(E)‏ 


مبرهنة 19.3: لیکن ]0,0[ ج u: A‏ قياسًا موجبًا معرفا عل جبر A‏ على 
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6 . عندئذ الدالة ® P(E)‏ المعرّفة ب 


(VAE) (م) مب‎ mf YA), (A), e] 
n21 
ep مع القياس الموجب‎ A حيث يتطابق اقتصاره على‎ E قياس خارجي على‎ 
(A أسرة کل تغطيات المجموعة الجزئية ۸ بعناصر من الجبر‎ Ry (حيث‎ 
. يدعى 1 القياس الخارجي المولد بالقياس الموجب بر‎ 


إثبات: لاحظ Cj‏ الأسرة Gt,‏ غير خالية لاحتوائها على المجموعة LE‏ 
لنثبت Y‏ أن u‏ قياس خارجي على ع . من الواضح أنّ 0< یر كما 
ينتج عن تعريف "بر آن من أجل US‏ مجموعة جزئية ACE‏ لدينا 


Q) (V{A} e ERa) ۰0 ۶ (4)*Yu(A) 
dax عندئذ‎ ((Vn2 1) ۰۸, =© حيث‎ «acl JA, بما آن‎ 1 
بفضل )2( على‎ 
۰0 > p )2( > u(A)-,4(2)-0 


ومنه 0=(©) خبر. 
2 لیکن -ACB Cus: ABCE‏ 
I3 e.‏ کان (B) = +o‏ کر فواضح ol‏ 
(A) < ur (B) - +o‏ /. 
e‏ نفرض (B)«4o C‏ ۰ لدينا حسب تعريف الحد الأدنى ما 


.(ve>0, 3(B,) ب‎ ERs): )نر رج‎ 8,( > ۶ )8,(+ 6 


n21 
(2) حسب‎ o3 لدينا‎ {B,} eRe بما آن‎ 
-0x i (A) > u(B,) > kr (B) + ع‎ 


n21 


. ر‎ (A) > ir (B) > + أن‎ GUS e نستنتج أخيرًا من کون‎ 
(A, c9(E) og 3 


e‏ إذا وجد مؤشر 1 < ,7 بحيث 00+ - [ (A,‏ ۶ فواضح أن 
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Xr (a) =‏ مل ]مر 
n>1 21‏ 

e‏ نفرض الان .(Vn21) p )4,( > +6 oi‏ ينتج عن 
تعریف الحد الأدنى أنّ من أجل US‏ موشر «n21‏ ومن أجل US‏ 


عدد موجب ra gice>O‏ تخطية {Al} ER,‏ بحیث 
(A) +S‏ بر < )2(4 .3 

k21 
نحصل على‎ n21 وبتجميع حدود طرفي المتباينة من أجل‎ 


DEA) > THALES 


n21k21 
Jes YA ca إن الاحتواء‎ 
721 k21 
21 
(UA }s Dalat) رط‎ la) 
n>1 k21 n>1 


n21 
نحصل على‎ Ullà وبما آن م اختياري‎ 
(4. [> رع‎ (4) 
n21 n>1 
DE وعليه فان "بر قياس خارجي على‎ 
eA يتطابق مع القياس الموجب بر على الجبر‎ u^ یبقی إثبات آن‎ 
ومنه‎ (A,0,0,..] ER, فان‎ AEA بالتأکید» إذا كان‎ 
. (ه)م > زم) بر‎ + (©) + ... > u(A) 
کل تغطية‎ dé فإنه من‎ AeA كان‎ d من جهة آأخرى:‎ 
,مه‎ ۸ D le «A-LJ(an A) لدینا‎ <{A} eR, 


21 


n>1 


«(Vn2 1)‏ وعليه فان 


(A) Ulna) Yu A) SEMA) 


n>1 
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,[,4] اختيارية فاتنا نحصل على 
DlA) 4A], (A)‏ )>( 


وبما أن التغطية , 


(A) o3‏ =(۸) بر مهما يكن dim AeA‏ = یر » وهو 
المطلوب .0 


ثعتبر المبرهنة التالية من Sal‏ المبرهنات في نظرية القیاس حیث ترفق 
US:‏ قياس خارجي Hu‏ (على مجموعة غير خالية (E‏ عشيرة B.‏ 
(علی (E‏ بحيث يكون اقتصار u^‏ على .8 ld‏ موجبًا. ومن جهة 
آخری» نعرف بفضل هذه المبرهنة عشيرة وقياس لوبيغ على المستقيم 
الحقيقي 1 من أجل -E=R‏ 
مبرهنة 20.3 [كرائيودوري” # :[Carathéodory‏ لیکن "بر قياسًا Gab‏ على 
مجموعة غير خالية 6 . ان الأسرة 

B, = (AcE: u" “بر +ز(ممد) "2 -(ع)‎ (so A4°),vs cE} 
تسمّى بعشيرة المجموعات الجزئية ال *بم-قابلة للقياس.‎ CE عشيرة على‎ 
هو قياس موجب.‎ B. على العشيرة‎ ys" بالإضافة إلى ذلك فان اقتصار‎ 


إثبات: بإمكاننا التأكد بسهولة أن ,219 ۰۵ وعلیه فان B.‏ غير AMA‏ 
1( لیکن ‘AEB,‏ عندئذ من أجل US‏ مجموعة جزئية SCE‏ فان 
(S)=n"(SNA)+ yu" (SOA)‏ گر 
(soa)‏ +( (م)حع) =u"‏ 
ومنه -A EB,‏ 


2( ليكن «A BEB,‏ عندئذ من أجل US‏ مجموعة جزئية 
TCE‏ فإن 





(1950-1873) [Constantin Carathéodory] قستنطين كرائيودوري‎ (° 
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(TOA)+ (TOA)‏ 4 -(۲) گر 
وبالخصوص من أجل Cus T=SA(AUB)‏ مح 5» فاتنا نحصل 


على ما يلي 
(sc (Ao8))‏ كر 
=p" (SA(AUB)NA)+ i (S^(AUB)^ A)‏ 
(SABA)‏ گم +( (S^‏ گر - 


باضافة الحد ((5)۸8) uuu‏ طرفي المعادلة الأخيرة نحصل 
علی 


(se(AoBY)‏ کم (se (A08)‏ کر 
(SOA B)‏ کر +(9م A) «a (SOA‏ ع) “رد 
(s)‏ کم = (SoA)‏ گر =u" (sh A)+‏ 
A oY)‏ و8 عنصران من -AUBEB, o3 (B,‏ 
نستنتج ممّا سبق B, Ol‏ جبر علی ۰۶ 
لنثبت D) OY!‏ .8 عشيرة على ع؛ بالتأكيد» من أجل US‏ مجموعتين 
جزئيتين منفصلتين A‏ و8 في «B,‏ ومن أجل SCE US‏ فان 
u*(sa(avs))‏ 
(sc(Ao8B)o 4°)‏ کر =u" (Sa(aus)na)+‏ 
(sn A)«u* (soBo A)‏ گر = 
=u" (SAA)+ ui (SAB)‏ 


بالاستدلال بالاستقراء نجد D‏ من أجل US‏ جملة منتهية {A} CB»‏ 
ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى لدينا 


.)95 (عء‎ (s^ Û4 ))= irena 
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لتكن الآن متتالية ,8 C‏ (,18» توجد متتالية (AJ, CB,‏ ذات 
عناصر منفصلة مثنى مثنى بحيث UB, -UA,‏ نضع 


n21 n21 
N 


۰۷ ||, و‎ v, -UA 
n>1 k=1 

عندئذ» 

-(VN21) «(VSCE) ۰5۷ ۲۶۷‏ 
وعليه فإته من أجل SCE US‏ لدينا 

(SOV)‏ کم (S)- 4 (sov,)*‏ گر 
N‏ 
(SOA) +H" (sov)‏ > = 


> Yu (so A)«u' (sov) 
1 نحصل على ما يلي‎ No وبجعل‎ 
. گر‎ (S)2 Yu کم زيمم د)‎ (Sov) 
من جهة ثانية» نحصل بفضل التجميع الجزئي القابل للعد على‎ 
گر‎ (s)- i^ (se(vov')) 
<p" (sov)« كبر‎ (sov) 
> کر‎ (so A)» کر‎ (sov*)s کم‎ (s) 
D ومنه نحصل على المساواة‎ 


(sev)«u' (sov)‏ کر (S)-‏ کر 


-Yu' )5 کر + زيمم‎ (sov) 
n21 
لاء وبالتالي الأسرة ,8 هي عشيرة‎ - ) JB; eB, D وهذا يت‎ 
21 
KE على المجموعة‎ 


أخيراء یبقی بیان أن القياس الخارجي u^‏ قياس موجب على العشيرة 
B.‏ بالتأکید» cB, oS‏ ب {A}‏ منتالية ذات عناصر منفصلة مثنی 
مثنى. بتعويض S=V=[JA,‏ في المعادلة )3( نحصل على ما يلي 


n>1 
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“we (U^ - Yu (&)«4' (2$)- Yu (A) 


21 21 n21 


وهذا يثبت u* Cj‏ دائة >-جمعية» وبالتالي فهي قياس موجب على 
العشيرة ,8 مع الملاحظة أن 0-(2) “بر .ا 
ملاحظة 21.3: تكون مجموعة جزئية ACE‏ *يم-قابلة للقياس إذا وإذا 
فقط أمكن تجزئة أي مجموعة SCE‏ إلى مجموعتين جزئیتین 
منفصلتين بحيث يكون Geaa u^‏ من أجل هذه A jill‏ بمعنى أنّ 
(VSCE) «ar (S)= à (soa) « a^ (so)‏ 

ملاحظة 22.3: بما آن US‏ قياس خارجي u^‏ يحقق خاصيّة التجميع 
الجزئي القابل للعد فيكفي التأكد فقط من المتباينة 

(#) SCE UI «u^ (5n 4) e u (So زعم‎ > (s) 
۰۸ مرکا‎ ol لاثبات‎ 
. شم‎ (S)- o المتباينة (#) صحيحة عندما‎ CJ نلاحظ من جهة آخری‎ 
هي *یر-قابلة للقیاس إذا وإذا‎ A نستخلص إذن أن مجموعة جزئية‎ 
يحقق م > (5) *بر.‎ SCE US »)#( فقط تحققت المتباينة‎ 
القياس‎ u^ فضاء قياس منتهيًا و‎ (E,Z,u) ملاحظة 23.3: إذا كان‎ 
إذا وإذا فقط‎ AcB, Mae yu الخارجي الممدد للقياس الموجب‎ 
تحفقت المساواة التالیة:‎ 

ar (E) e کر‎ (4) u" (a°) 


(انظر تمرين 15( 
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3- تمديد قياس موجب 


سوف Gigi‏ طيلة هذا المقطع بفكرة تمديد قياس موجب بر معرّف على 
جبر 4 إلى قياس موجب على العشيرة المولدة بهذا الجبر 4.. يكون 
هذا التمديد وحیدا و -منتهیّا إذا كان القياس الموجب u‏ »-منتهیا. 

نبدأ بهذه التوطئة الخاصة بوحدانية تمديد قياس موجب م-منته إلى 


العشيرة bA gall‏ بجبر: 


توطئة 24.3: لیکن A‏ جبرًا على مجموعة ع uy‏ قياسًا موجبًا 0-منتههيا 
على 4 . إذا كان ,// و یلم تمديدين للقياس الموجب u‏ إلى co (A)‏ عندئذ 
یکون 4,74 على .0(A)‏ 


إثبات: بما Ob‏ بر قياس »-منته» عندئذ as‏ متتالية (E), CA‏ 


> 


ال 
E- UE,‏ و مد >(,ع) -(Vn21)‏ 
nzi‏ 
تجدر الملاحظة إلى cj‏ المتتالية السابقة تحقق الخواص التالية: 
«Es JE,‏ (4) مح {En}‏ و 0+ < A4 (E,) = L,(E,)= L(E,)‏ « 
nèi‏ 


GY .(Vnz1i)‏ التمديدان سر ورم هما كذلك oio‏ على 
العشيرة (6)4. بوضع dax «(Vn2 1) «F, - JE,‏ على متتالية 
k=1‏ 


متزايدة ,,)&( تحقق: 
{F} c A EUF,‏ و (Vn) «(£e vo‏ 


n21 
نعرّف الأسرة‎ 
»-M={Aeo(A):4,(ANF,) = <۸۴,(,۲۰)وتم‎ 1} 
US من أجل‎ «(Vn2 1) ين -(,۸6)رس‎ )45,( OD من الواضح‎ 


4 ع ۰۸ ومنه ACM‏ 
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لنثبت OY!‏ أن M‏ صف رتيب على JE‏ 

US متتالية متزایدة» عندئذ» من أجل‎ )6,( CM لتكن‎ (i 
متزايدة. نستنتج من‎ 16, AOG, رى‎ co (.A) فان المتتالية‎ 0< 1 
OF الخاصيّة الأولى للتقارب‎ 


=m alte)‏ | (كد بل ]یه 


k21 


= lim 1, (F, ^&)-«(Ufso«)) 


k21 


وعليه فان 


«(Vn2 1) "t (Ue. )]- ۶ fys) 


Ue, eM zi cau وهذا‎ 


br 
US متتالية متناقصة؛ عندئذ» من أجل‎ {H,} CM ب) لتكن‎ 
متناقصة ولديناء من أجل‎ (F, ۸۸, ى‎ co(A) فان المتتالية‎ 0< 1 
و ۰-2 ما يلي‎ j=l 
-(Vk21) «uj(F, OH, ) < uj(F,) «v 
نستنتج من الخاصيّة الثانية للتقارب أنّ‎ 


(Co) o mass) 


k21 


= یچ‎ o) o (on) 


k21 


وعليه فان 
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n afale) 


وهذا يثبت آن e M‏ ,/8[ ]» وبالتالي M‏ صف رتيب يحوي 


1> 
الجبر 4 . وهكذا فإتنا نستخلص من المبرهنة 31.2 C)‏ 
«Ac Mco(A)- M,( 4)‏ 
وعليه فان (۸1=0)4۸. 
لقد iaai‏ أخيرًا على النتيجة التالية: 
«(vnz1) (YAco(A)) «a (A^F,)» u,(ANF,)‏ 
ومنه نرى بفضل الخاصية الأولى للتقارب أنّ 


)4( - (م)ايس (VAeo(CA))‏ 
وهذا يعني بالضبط أن يبر = رم على العشيرة W.c(.A)‏ 


مبرهنة 25.3 [فان؟ # :[Hahn‏ يقبل کل قياس موجب ي على جبر 
ACP(E)‏ تمدیذا م إلى (0).4. يكون هذا التمديد وحيذا و -منتهيًا إذا 
كان /م told‏ »-منتهیا. 

إثبات: بما Gl‏ بر قياس موجب على الجبر A‏ فهو يولد قياسا خارجيًا 
u‏ حسب dia ual‏ ۰19.3 من جهة آخری» القياس الخارجي u‏ هو 
قياس موجب على عشيرة المجموعات الجزئية ال .*/م قابلة للقياس 
B.‏ وذلك بفضل مبرهنة كرائيودوري 20.3. Ac B. ol "i cas‏ 
لیکن SCE‏ و AEA‏ يكفي حسب الملاحظة 23.3 إثبات gi‏ 





(1934-1879) [Hans Hahn] هقان‎ ji (* 
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(So (+ u* (SOA) <u" (s)‏ گر 
من أجل مم > (S)‏ "ر . 
نفرض ut (S) «o. ti‏ ينتج عن تعريف الحد الأدنى أته من أجل 
US‏ عدد £20 توجد تغطية {Sn} ERs‏ بحيث 
ع + (5) مر <), a(S‏ . 
n>1‏ 
بما أن وہ {ANS}, ٤‏ و > udi (ans).‏ 
(sea) « u* (sou)‏ کر (S)‏ گر 


«Y'u(Ans,) + عم )سرح‎ ^s,) 


n21 n21 


((,کم 4°( +( ,عصه)م) 2 = 


-Yu(s,)«u(s)*s 


n>1 


ينتج عن کون ء اختياريًا أن 
(sow)‏ کم -)4 50( کر i (S)2‏ 


وهذا يثبت أن ,> ۰۸ إذن ACB,‏ ومنه -Acc(A)c B,‏ 
إن الاقتصار m uu‏ قياس موجب على co( A)‏ ولدينا 
Ha =H‏ د KA‏ 


Basel عندما يكون القياس‎ ff وحدانية التمديد‎ Qai. Ud 
>-منتهيًا يكفي تطبيق التوطئة 24.3 ولإثبات أن التمدید  قياس‎ 
>-منته نلاحظ ما يلي: ان کون بر قیاسا »-منتهیا يستلزم وجود‎ 
بحیث‎ fE, } ری‎ CA منتالية‎ 


(Vn2 1) و مد >(,ع)‎ E- JE, 


n21 
بى,[,*!»‎ co (.A) ثحقق ذات المتتالية الخواص التالية:‎ 
-(Vn2 1) «a(E,) وه+>‎ E=VE, 


n21 
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وعليه فإن Z‏ قياس »-منته» وهو المطلوب.8ا 
4- تتميم القياسات الموجبة 


تعريف 26.3: ليكن (E, E, H)‏ فضاء قياس. نقول عن Ae gana‏ قابلة 

للقياس < ٤‏ ۸ 43 مهملة (negligible)‏ إذا كان u(A)=0‏ . تدعى US‏ 

مجموعة جزئية من مجموعة مهملة مجموعة Alaga- p‏ 

سوف نرمز لأسرة US‏ المجموعات ال ,م-مهملة في (E,Z,u)‏ ب 
N‏ 


u 


ملاحظة 27.3: C]‏ كل اتحاد قابل للعد لمجموعات مهملة هو مجموعة 
م وکل 3.35 . نابل pad axi‏ غات مر se aiga‏ 

م جموعة /-مهملة. نشير إلى Cf‏ المجموعة ال ۰/-مهملة ليست 
بالضرورة قابلة للقياس وال صارت مهملة. 


تعريف 28.3: لیکن (بر,<,ع) فضاء قياس. نق ول عن القياس مر dj‏ 4 تام 
(complete)‏ إذا كانت كل مجموعة ,م-مهملة في E‏ مجموعة مهملة (بمعنى 
أنه إذا كانت AeE‏ بحيث 4(A)-0‏ و BCA‏ فان 8). 


نقول عن فضاء قياس (E, E, u)‏ إنّه تام إذا كان القياس الموجب ب تام 


مال 29.3: كمثال لقياس تام نذكر قياس Sell‏ ےر فهو تام على US‏ 
عشيرة .EcÓ(E)‏ 
ملاحظة 30.3: يوجد العديد من القياسات غير التامّة» ولعل أشهرها هو 
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قضيتين باختلاف مجموعة Alege‏ ألا وهو مفهوم صحة قضية 
بر-تقرییّا آینما كانت. نضع التعريف التالي: 


تعريف 31.3: لیکن (/,<,ع) فضاء قياس. نقول عن قضية (P)‏ على E‏ 
إتها محققة ,م تقريبًا أينما كانت إذا كانت مجموعة النقاط ٤‏ > × التي من أجلها 
القضية (IP(x))‏ غير صحيحة هي مجموعة مهملةء نكتبها اختصارا: (P)‏ 
بر-تأك. celi)‏ هي اختصار للعبارة Ups‏ آینما «(col‏ يقابلها بالإنجليزي a.e.‏ 
(almost everywhere)‏ 


مثال 32.3: ليكن (R,Z,p2)‏ فضاء قياس و 12ج f: R‏ دالة معطاة. 
عندئذ» 

(Ip‏ التعبير "0 <۰۶ بم-تاك" معناه f(x)<O})=0 t‏ :212 ))بر. 
م2) التعبیر Ala f"‏ متصلة بم-تأك" معناه آن نقاط نقطع f AVA‏ 
تشکل مجموعة Alege‏ أي أن الدالة f‏ متصلة الا على 

مجموعة مهملة في (RZ, u)‏ 

نتطرق فيما يلي إلى مسألة تتميم US‏ قياس موجب غير تام. لدینا 


مبرهنة 33.3: ليكن )1 (E,E,‏ فضاء قياس. نعرف الأسرة 
&NEN,}‏ ء4رلادام -و:ع- 5)] - 5 
والدالة باح ربت 
(ه)س - (لاده)ض ( ۵2 ۷۸۷ (VAEZ,‏ 
(Mais‏ 
(i‏ لا عشيرة على E‏ تحوي OE‏ 
ب) ‏ قياس موجب تام على < يمدد -H‏ 


ج) الفضاء (E,3, û)‏ هو أصغر فضاء قياس تام يحوي -(E,E, H)‏ 
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(يدعى القياس نم تتمّة بر. كما نسمي الفضاء (E,Z, p)‏ بفضاء 
القياس guia.‏ ل -((E, E, ui)‏ 


إثبات: (i‏ لدينا «A- AUG.‏ من أجل AEE US‏ ومنه GY) Ack‏ 
quu, (GEN,‏ <> 2. لنثبت الان آن E‏ عشيرة على cE‏ 
بالتأكيد» لیکن «SeX‏ يوجد AED‏ و NEN,‏ بحيث .S- AUN‏ بما 
أن NEN,‏ فتوجد إذن BeZ‏ بحيث NCB‏ و .u(B)20‏ لدينا من 
جهة أخرى» (8180((4))ن'(8نه)-*ىء مع العلم D‏ 
«(BIN)\ACBs (AUB) E£‏ إذن (BIN)\A‏ عنصر من N,‏ 
ومن ثم فان eX‏ *5. 

لتکن الآن (Vn2 1) «S, = A,UN, I3 {5,} cE‏ بحیث 

UA, ez ينتج فورًا عن کون‎ dau و یلا‎ {A} CZ 


n21 
ol UN, eN,3 


0 »ولاه «(U^‏ ,كلا: 


n>1 n>1 nèi 
LE عشيرة على المجموعة‎ X وهكذا فان‎ 


ب) لنتاکد الآن من أن الذالة تم معرفة تعريفا Sa‏ على 5. ليكن 
S «S eX‏ بحيث 5 -'5. توجد مجموعات جزئية <> ۸۰۵ 
و e‏ ۰۸۷۰۸۷ بحيث 
-S=AUN=S'=A'UN'‏ 
نستنتج Ol‏ 
Q-(A'UN')n(AuN) =(A UN) OA AN‏ 
OA ON)‏ )تن( =(A NA AN‏ 
ومنه © = AN‏ ۰۸۸۵۶ 03 ۷ ۸۱۸ = ۸ ۰۸'۸ وبالتالى 
0-(8'184)/ . وبنفس ARI‏ نحصل على A\A'CN'‏ = “ممم 
ومنه 20 (AMI!)‏ - 
نلاحظ gj‏ 
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«A 2(A'M)u(AnA) و‎ A-(AM')u(An A') 
مع العلم أن‎ 
(AVA) ۸ ۸۵( ۸ ۱۸۵( ۸6 ۵( 0 
وعلیه فان‎ 


&(s)- (ا تم‎ = u(A)=n((ALA’)U(An A) 
=u(A\A')+ زم )یر‎ -0 + ui (AP ( 
= u(A MA)» L(A. ۸')= (مام))م‎ (An A')) 
= u(A')= f(A’ UN') = (s) 


fi الذالة‎ Cj وهذا يثبت‎ « a(S) = 2)5'(- u(AQ A') وهكذا فان"‎ 


بیان أن ١‏ قياس موجب على 5: لتكن CÈ‏ (,5) متتالية ذات عناصر 
منفصلة مثنی مثنی. .(Vn21) «S,-A,UN,‏ لدینا D‏ 


C) وأئها ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى» إضافة إلى‎ {A} cz 


n21 


(Us. - (U^. )-Xt^)- Z8.) 


nzi n21 n>1 n21 
Us وهكذا‎ ۰/2)2(- (DUB) = u(D)=0 لدينا من جهة أخرى‎ 


م قياس موجب على È‏ . 


بیان أن لم تام: لیکن «Se N^,‏ يوجد ۸٤2‏ و ,۸۷۸۷ بحيث 
SCAUN‏ و ۸(<0)م -(ل1ب2)40 - ان NEN,‏ يستلزم وجود 
NCB Cus: 8‏ و (u(B)20‏ وعليه فان Gus SCAUB‏ 
۸82 و «u(AUB)=0‏ وبالتالي Se,‏ إذن 

e<‏ 5س © - 5»ء إضافة إلى n(2)-0 Ol‏ - (2)5» وهكذا فان 
القیاس ‏ تام. 
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القياس // هو تمديد للقياس // : ليكن AcE‏ عندئذ «A2 AU ® cX‏ 
ومنه H(A)‏ =( ده)ير -()2- إذن سد A;‏ 

(e‏ لنثبت الآن Ol‏ الفضاء )72 (EL,‏ هو أصغر فضاء قياس تام يحوي 
(بر,<,ع). لیکن )2,2,€( clad‏ قياس تام آخر بحیث Dok‏ 
و .۰ ان کون GL A‏ يستلزم N CE O‏ . لیکن NEN,‏ 
Bed dy‏ بحيث NCB‏ و 0-(۸)8. ينتج عن الاحتواء ۶ ظ 
Bet ti‏ و 0-(۸)8-(8) وهذا يعني «NEN, t‏ وبالتالي 
NON,‏ 


لیکن SeX‏ يوجد AEXCE‏ و Cus NeN,cN,c$‏ 
<S=AUN‏ ومنه OY .se$‏ 5 5. 
لدينا من جهة أخرى» 
û(s)= (AUN)‏ 
(A) - (AUN) - i(5)‏ - (م)م > 
ومنه 2 >: على <. وهكذا فان (/,2,ع) هو أصغر فضاء قياس 
تام يحوي (2,۸,ع۶) وهو المطلوب.# 


ملاحظة 34.3: على العموم العشيرة B.‏ لا تتطابق مع العشيرة المتمّمة 

< ل E‏ إن لم يكن القياس esc‏ وهذا ما يوضتحه المثال المضاد 

التالي: 

لتكن E‏ مجموعة غير قابلة cael‏ نعتبر قياس yy, Sel‏ على العشيرة 
امه > || أو وه .E-(AcE:|A|s‏ 

ان ر قياس تام على E‏ (غير >-منته). من جهة أخرى» يساوي 

القیاس الخارجي |i‏ الممدّد — لا مايلي 


-(VAcE) يس‎ )۵(- infu (B): ACB, Bex} 


- إذا كان مه >|4| فان «AEE‏ وبالتالي Ac (4) H(A)‏ 
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- إذا كانت [A|2o‏ فان ۰۸8 BEL‏ يستلزم CÍ‏ 8 غير منتهية 
ومنه uu (B)o o‏ . إذن ۸(<۰0) ۰ وبالتالي ur‏ يتطابق مع قياس 
34M‏ على -P(E)‏ 
لدينا من أجل US‏ مح ۸,5 المساواة التالية: 

(5)يم - زعم (So‏ + زم (SOA) - ı, (S^‏ ير (SOA)+‏ :بس 
OY‏ ,م قياس موجب على P(E)‏ وعليه فان B, - 9(E)‏ 


نستخلص من هذا B, =9(E) Cj‏ ب << . 


قضية 35.3: لیکن )2 (E, E,‏ فضاء قياس ولیکن anas (E,E, À)‏ إذا كان 
“دمر القياس الخارجي المرفق بالقياس الموجب /م و ,8 عشيرة المجموعات 
ال ۰٩,,-قابلة‏ للقياس على «Maie (E‏ 


= و نز‎ XcB. 


إثبات: لیکن TeX‏ يوجد AEE‏ و NEN,‏ بحيث ‘T=AU(N\A)‏ 
يوجد من جهة أخرى 8٤2‏ بحيث 

0 -(8)س و -N':=N\ACNCB‏ 
لدينا من أجل «ScE US‏ 

H )6( > u ) "برج ( ”لقح د‎ (sow) 

> u' (N')+ مر‎ (S) 

> "مر‎ (B)+ ر‎ (S)=0+ "مر‎ (S) 
بما‎ NEB. D سس أي‎ (S)= (sow) (sow) ومنه»‎ 
-ICB, وبالتالي‎ «TeB, على‎ desi lili AexcB, أن‎ 
لدينا من جهة أخرى»‎ 


(N')‏ بر (T)= pî (AU N')- ir (A)+‏ بر 
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= +(ه )یر‎ 0 (A) 
= 2) ۷(- 2(7) 
آنن 7 اختيارية فاتنا نحصل على‎ Lay 
(vre) «4 (r)= atr) 
9.۸ وهذا يثبت أنّ‎ 


كتطبيق عملي للنتائج السابقة سوف نرمز ب7 لأسرة US‏ الفترات 
المفتوحة في ۰1 كما نرمز ب,2 لأسرة US‏ التغطيات القابلة للعد 
لمجموعة جزئية ACR‏ بعناصر من ۰2 أي Za‏ ,.,[,د؟ إذا وإذا 
فقط كان 


۰.۸ و ,ال‎ (vnz1) «(4, ez) 


n21 
سوف نرمز ب 2 لدالة "الطول الاعتيادي" المعرّف على أسرة الفترات‎ 
فان‎ R فترة من‎ J الحقيقية» فعلى سبيل المثال إذا كانت‎ 


-(VxeR) <£(]x,x[)=0 مع وضع‎ «f(J)=sups—inf J 
سوف نمدد من خلال القضية المقبلة الطول الاعتيادي 7 إلى قياس‎ 
P(R) خارجي "۸ على‎ 
المعرقة ب‎ A :9(R)— ® قضية 36.3: ان الذالة‎ 
(VAER) «4° (4)=if(ZEC.) {1}... €2. | 
یتمثع بالخواص التالية:‎ R قياس خارجي على‎ 
(VxeR) «A*({x})=0 (i 


JCR ب) (1)1-(1) "۰2 مهما تكن الفترة‎ 
(الصود بالانریلع).‎ (VAcR, VxeR)A' (4+ x)= 2* (A) ت)‎ 
(VAcR, vx eR) «A*(xA)=|x|A°(A) (è 
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إثبات: يمكن للقارئ الرجوع إلى إثبات مبرهنة تمديد قياس موجب إلى 
قياس خارجي للتأكد من أن "2۸ قياس خارجي على ved GR‏ 
الخواص الأربع الأخرى لدينا: 


(i‏ لیکن ۸ ع ×» «Mae‏ ,لا {x}‏ حيث 


n21 


(Vnz1,ve»0) y= e Rl 


۰0 > A (53) Y) DI- 


n>1 n1 2‏ 
وبما أن م اختياري فإتنا نحصل على 0= ([»)) 2 . 
ب) oS‏ ل فترة من JR‏ 


الحالة الأولى: + > (7)2. من أجل US‏ تغطية ,7 > ,)4( فان 


,لاء ومنه ) 29 > ()7» وبالتالي» 


21 


.1)(( > (=f (£0. Len] 


من جهة آخری» بوضع ]5 + $,supJ‏ - ل مز[ = (0<ع)» 
نحصل على JC Je Z‏ و -0(5)=(sups—infJ)+e=l(J)+e‏ 
ez, Oly‏ ,59,9( |„ ۳ 

cA (J)« 2(1, =)7(= f(J)+e 


ينتج Da‏ عن کون + اختياريًا آن 
A! )1( > ۲)1(‏ 
aes‏ فان (1)1-(1) *2. 
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الحالة الثانية: + -(7)1. توجد من أجل US‏ عدد موجب 0< 6 فترة 
لح ول بحيث م+ > (ول)5>1. إذن 
)2( 2 > (ول) A‏ -(ول)! > ۰8 
ومنهء + f(J) e‏ -(1)' لکون 8 اختياريًا. 
ت) لدينا من أجل US‏ فترة د من R‏ 
«(vxeR) «f(J+x)=0(J)‏ 
ومنه yas ۸۳ GY ((VxeR)cA (44x) 2 A (J)‏ لدائة الطول /. 
لیکن ACR‏ و ر2> },{ « عندئذ» من أجل xeR US‏ فان 
-AtxclLJ(J, +x)‏ واضح Ol o3‏ 


n21 


A +ه)‎ (> < ۱2۸۳ (1, + x)= Y, x)= Y) 


ومنه 
A (arst DEU) Us e2. | = 2A)‏ 
وهكذا فان 
.(VxeR) «A*(A+x)<A"(A)‏ 
نستنتج من هذه المتباينة الأخيرة Gl‏ 
x) < 4" (A)‏ +4( *2 > (--) +( جم)) 4° ع(ه) *2 (VxeR)‏ 
وعلیه فان A (A)‏ -(»ا+م) .(VxeR) «A‏ 


OY 2* )0.۸4( = 0.4 (4) 20 D فواضح‎ x20 ث) إذا كان‎ 
ol OY و 0.4-2» عندما 4-2 . نفرض‎ (VA 2) «0.A- (0) 


#0 . لديناء f(O) =x (I)‏ من أجل کل فترة J‏ من . 
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ليكن «ACR‏ عندئذ من أجل کل تغطية GB (4), e7,‏ 
(,۵) ۱ ۰۸ ومنه 


A رهم‎ > Yita) =EL) 
إذن‎ 


. A' (xA) > |» 





2 )۸( 
ci نستنتج فورًا من هذه المتباينة‎ 
«A' (A) - A" (C (x4)) > “زمر‎ 47 (xA) 


أي أنّ dx [4^ (A) > 2* (xA)‏ وبالتالي نتحقق المساواة المطلوبة.8 


5- عشيرة وقياس لوبيغ على R‏ 


من أجل القياس الخارجي 2° المحصل عليه في القضية 36.3 Ci‏ 
بفضل مبرهنة كرائيودوري العشيرة B.‏ التي نرمز لها ب £ بحيث 
يصبح القياس الخارجي "۸ قياسًا موجبًا على © . بعبارة أدق الأسرة 

£.- (Acn:2* (s)- که‎ (so 4)«A* (so &),vscn] 
6 عناصر‎ qq JR تدعى عشيرة لوبيغ على‎ cR عشيرة على‎ 
بالمجموعات القابلة للقياس بمفهوم لوبیغ» كما نسمّي اقتصار القياس‎ 
حسب مبرهنة كرائيودوري.‎ R إه قياس موجب على‎ 


مبرهنة 37.3: لدينا الخواص التالية: 


«Ae £ o! A! (A) 20 بحيث‎ ACR إذا كان‎ )1 
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2( القياس m (&ug))‏ تام 
«B(R)c £ (3‏ 
(VACR, VxeR)«m(A+x)=m(A) (4‏ (الصود بالانزياح). 


إثبات: 1) لدينا من أجل US‏ مجموعة جزئية SCR‏ ما يلي: 
A )6(> 2* (so A)-A (so A)‏ 
«A' (A)»A' (s) 207 A'(S)‏ 
(s)‏ *2 > 
ومنه AeL OY A (S)=A(SAA)+A (SAA)‏ (لدينا 
كذلك 20 «m(A)‏ أي ۸ مهملة بمفهوم لوبیغ ( 
OSI 2‏ ۸ و8 مجموعتين جزئيتين من R‏ بحيث ACB‏ 
و .m(B)=0‏ لنثبت C)‏ 42 . بالفعل» ان کون m(B)=0‏ يقتضي 
BEL ti‏ و 20 A* (B)‏ . لدينا من أجل US‏ مجموعة جزئية SCR‏ 
ما يلي 
A (SB) =0‏ > (ه م 5) OSA‏ و (S)‏ '2 >( ع) A‏ 
ومنه 
A (SOA) > 0+ 2 (s)‏ +(ه A )5( > (S^‏ 
(VSCR) »2*)5(- A (so A) - A (so &) «o3‏ وهذا يثبت 
.Ae C£ ol‏ و هکذا فان القياس m‏ تام. 
3) بما أن ae R})=B(R)‏ ,]»,م[))»» فيكفي بیان آن 
.)va eR) «us e£‏ يرجع هذا إلى إثبات Ch‏ 
(so }~,a])‏ 2+( مرع (VSCR) «A'(s)24' (so‏ 
ليكن +1 © و1 5» نضع -J= h,‏ 
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IY e‏ كان مد -(2*)5 فان المتباينة محققة دوما. 
٠‏ نفرض إذن D‏ +>(2*)5. من أجل US‏ عدد موجب £20 


توجد تغطية (us‏ بحيث 


M)ea (S)+e 


n>1 
وعليه فان‎ 


4" )6(> 2* (so.))*4' (SOS) 


< > (I, 01)+ > (01°) 


n>1 


> 2۲ (4,04) +£(4,04°)) 


> ۳۷), (> 2۲ )6(+ ۶ 


21 
اختياريًا آن‎ e ينتج عن کون‎ 
2 (S)2 A (s0)«2 (so) 


وهكذا فان -B(R)c £ «o3 .(VaeR) «JEL‏ 
4( باستعمال العلاقتين التاليتين المحققتين من أجل ase US‏ عه Us‏ 
مجموعتين جزئيتين BCR‏ ,۸ : (انظر تمرين 01( 
(lẹ‏ 8+0 (۸-0)-(0 +۰۸68 
ع2) ۸+0 .(A+a‏ 
نحصل من أجل Ael US‏ ۵61۲ و (SCR‏ على 


A (s^(4+a))+ 4 (se (A*a)) 
= 4" ((s-a)¬ 4+ a)+4" (so(& +a)) 
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=A" ((s-a)o 4)-4' ((s-a)o ۸4° + a) 
=A" ((s-a)o 4)-4' ((s-a)o 4t) 
-A'(S-a)-A'(s) 

ol‏ £ ع 4+6»ء وبالتالي 
m(A*a)‏ = رهام A (A)=‏ درزه جم) A'‏ 


B.(VacR,VAeZ) «m(A+a)=m(A) o أي‎ 


مثال 38.3: نستنتج من القضية 36.3 ) والمبرهنة 37.3 -1) «(x] e £ Ol‏ 
«(vxeR)‏ إضافة إلى «(VxeR) «m({x})=0 Gi‏ أي US‏ 
المجموعات أحادية العنصر هي مهملة. LS‏ نحصل بفضل التجميع 
القابل للعد على US C]‏ مجموعة جزئية قابلة للعد من R‏ هي مجموعة 
مهملة» فعلی سبيل المثال المجموعات Z N‏ © كلها مهملة في 
فضاء القیاس .(R,L,m)‏ 
تعریف 39.3: يدعى اقتصار قياس لوبيغ على العشيرة البوريلية BUR)‏ قياس 
dup‏ ونرمز له ب A‏ (آو (m.‏ )43 قياس غير تام). 
ملاحظة 40.3: على ضوء النتائج السابقة فان الفضاء (R,C,m)‏ هو 
متمم للفضاء «(R,B(R),A)‏ أي (R,B(R),4)=(R,C,m)‏ 
ولدينا 

4£|- 0 )8(|< » و‎ [B(R)|- IR] e 
مجموعات جزئية قابلة للقياس‎ R أي توجد في‎ «B(R)EL oF 
(لوبیغ) غير بوريلية.‎ 
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إنشاء مجموعة غير قابلة للقياس بمفهوم لوبيغ 2 12: 


cus‏ المثال المضاد التالي الذي يعود إلى فيتالي” ) Cj (Vitali)‏ عشيرة 
L dis‏ محتواة تمامًا في «P(R)‏ أي توجد في R‏ مجموعات غير 
قابلة للقياس بمفهوم لوبیغ. تعتمد الفكرة ساسا على مسلمة الاختيار 
المذکورة في الفصل الأوّل. 
ف على الفترة |0,3]-/ علاقة التكافؤ التالية: 
(Vx,y eJ), xRy ex-yeQ‏ 
لنرمز ب X‏ لصف تكافؤ العنصر «X€J‏ أي ={yeJ:yRx}‏ 
و Ir‏ لمجموعة القسمة المرفقة بالعلاقة 72 . لدينا إذن» 
xe ]‏ 0= 
(viele) n»‏ 
ليكن RIA‏ .. ترقيمًا لعناصر المجموعة ]1+,1 Qof-‏ . لدینا 
فور"ا 
(vk#j) «(4t n)o(?t«n)»9‏ 
بالتأكيد» ليكن e(t n)o (tr)‏ يوجد عندئذ م 5 h'‏ في 
H‏ بحيث ,۲ + '۸ = ٣)‏ +۸ = ×» نستنتج EQ O‏ ۰-۲-۲-۲ أي 


0 إذن» hh!‏ حسب تعريف المجموعة H‏ وبالتالي فان 
٠‏ = ۸ مما يؤدّي إلى تناقض. التقاطع هو إذن خال. 


من جهة أخرىء لدينا الاحتواء المزدوج 





(1932-1875) [Giuseppe Vitali] جيوساب فيتالي‎ (° 
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۰1 ۱ )2+۲,( ]-1,2[ 


n21 
.XRa ومنه‎ «x€à. يوجد عندئذ 074 بحيث‎ oxe J بالتأكيد» ليكن‎ 
من أجل‎ ‘x=atr, وبالتالي‎ «x-aeQo[-11]- Ur.) o3 


n21 


xeY(H+r,) o3 مؤشر 1< ,ه.‎ 


n21 


الاحتواء الثاني بديهي ويمكن إثباته بالطرق التقليدية. 
نفرض Yrs‏ أن 1 ۰94 عندئذ £> «(Vnz1) Cr‏ وبالتالي 


m(s)=a<m(U( H+r,) )- Y mtr) 


nèi n>1 
=È m(H)=m(H)xo<m([-1,2])= 
21 
-1<m(H)xo<3 لذن‎ 
و‎ m(H)=0 الحالتین‎ WS ان هذه المتباينة غير صحيحة في‎ 
HEL وهذا تناقضء وعليه فان‎ «m(H)>0 


6- نمییز الجموعات القابلة للقياس بمفهوم لوبيغ 


بامکاننا بفضل المبرهنة لاله Su‏ المجموعات AMY‏ للقیاس بمفهوم 
المجموعات الجزئية من نمط و و -F‏ لدینا النتيجة التالیة: 


مبرهنة 41.3: لتکن A‏ مجموعة Adj‏ غير خالية من #]. إن القضایا التالية 


متکافئة: 

«AeL (1 

2( مهما یکن 0 ٤<‏ توجد مفتوحة OCR‏ تحوي A‏ بحیث 
ع >(0۱۸) ۰27 
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3( مهما يكن :>0 توجد مغلقة CCR‏ محتواة في A‏ بحيث 
cA’ )41©( >‏ 

4( توجد مجموعة جزئية GCR‏ من نمط Gs‏ يحوي A‏ بحيث 
<A" )61۱۸(-0‏ 

5( توجد مجموعة جزئية HCR‏ من نمط F,‏ محتواة في A‏ بحيث 
(A\H)=0‏ 2۰ 


اثبات: سوف نتبع المخطط التالي: 
(5 
^ 
)2 )1 — )3 
Tu‏ 
)4 


(i‏ الاستلزام )2 1)2: نفرض (A) «o OI Y‏ ينتج عن تعريف 
GI A* (A)‏ « من أجل ax. US‏ 0< توجد تغطية ,2 € ,)4( 


Cus 
-M()«A4 +(م)‎ 
n21 
وعلیه‎ «ACV بحیث‎ VCR نحصل على مفتوحة‎ V-[ JJ, بوضع‎ 
nzi 
فان‎ 


„A (A)e4 (V) Y ۲)٩,(> 2* (A) + ع‎ 
ومنه‎ «A (A)«o و‎ ۷۱۸ 2۸ Lal 
A’ (VAA) - زم | /ا)م‎ - m(v) - m(A) 
- 2 )/(-2* (ه)‎ > ۶ 


.)۷۵<1( ۰A, = An[-n,r|. e . m(A)2 o ti نفرض الآن‎ 
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لدينا فورًا «m(A,) «o‏ (۷”<1). نستنتج من الخطوة السابقة أن من 
أجل US‏ 0>€ و7<1» توجد مفتوحة مجموعة V, CR.‏ تحوي A,‏ 
بحيث AT (VA) > $e‏ بوضع -L Jv,‏ ۷ نحصل على مجموعة 


n21 


Cus) A تحوي‎ VCR مفتوحة‎ 


xrar Unya Jez (yta) 


n>1 n>1 n21 


> 2 2 (V MA)«s 


n>1 


الاستلزام (4 ج(2: من أجل US‏ عدد طبيعي 1 <7 توجد مجموعة 


مفتوحة CR‏ ,0 تحوي A‏ بحيث + > (2*)6,14. بوضع 
,9( ] =6 نحصل على مجموعة من نمط G,‏ بحيث ACG‏ إضافة 


n>1 


إلى أن 


«(Vn2 1) an (6\A)=2°[ (0,14) ea 6۱4 


21 


ومنه 0-(2*)614. 


الاستلزام (1 ج-(4: لتكن GCR‏ مجموعة جزئية من نمط ,9 Cua)‏ 
ACG‏ و 0-(۰۸۳)6۱۸ Xie‏ 6۱۸۸2 (حسب المبرهنة 37.3(« 
ومن تم فان 

.A=G\(G\A)e £‏ 
الاستلزام (3 >-(1: ان کون ۸۸ يقتضي Ade 5 A EL Cb‏ فان 
من أجل US‏ عدد 0 »6 توجد بفضل الاستلزام )2 —)1 مجموعة 
مفتوحة OCR‏ تحوي ۸٩‏ بحيث >( 914) *2. لدينا إذن 


.914 - Alo - An0 و‎ OCA 
»2*)41©( > و‎ CCA وهكذا فان المجموعة المغلقة *0 :0 تحقق‎ 


ومنه النتيجة المطلوبة. 
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الاستلزام (5 ج-(3: من أجل US‏ عدد طبيعي 1 <7 توجد مجموعة 


مغلقة 18 ,6 محتواة في A‏ بحیث ۸۱6,(>۶) *2. بوضع 
H=| e,‏ نحصل على مجموعة من F, ha‏ بحیث HCA‏ إضافة 


NE 
«(Vn2 1) an w)-a (mae ea need 


-A' (A\H)=0 ومنه‎ 


الاستلزام )1 ج-(5: لتکن HCR‏ مجموعة جزئية من نمط Cus F,‏ 
HCA‏ و 0 (۸۱۳) ۰2۸۳ ٤ £ Xue‏ ۰۸۱ ومن تم فان 
-A-HU(AWM)e £C‏ 


إذن» US‏ القضايا متكافئة فیما بينها وبهذا يكتمل الاثبات.9 


قضية 42.3: لتكن £ ٤‏ ۸ غير خالية بحيث © > m(A)‏ . عندئذ من أجل US‏ 
0< توجد مجموعة جزئية متراصة K‏ محتواة في A‏ بحيث 
.m(A\K)<e‏ 


إثبات: نستنتج من المبرهنة السابقة وجود مجموعة مغلقة Cus; CCA‏ 
-m(A\C)<$‏ بوضع «(Vn2 1) «€, zeo[-n,n]‏ نحصل على 
متتالية متزايدة بحيث © - Je,‏ [. بتطبيق الخاصية الأولى للتقارب نرى OF‏ 


n21 


«m(@) = limm(e,) 


يوجد إذن مؤشر مه بحيث $«) «0«m(9)- m(e, )- m(ee,‏ 
مع التذكير .m(0) «o Gi‏ نلاحظ من Age‏ أخرى C]‏ المجموعة 
الجزئية ,© متراصة في A‏ ون (,۸۱6()8۱6)- ,۰۸۱6 
وعليه فان 


الفصل الثالث: القياسات الموجبة والخارجية | 125 


«m(Ate, )em(ete, ) + m(ate, (> +» 


وهو المطلوب.اا 


ad‏ أثبتنا سابقا آن قياس dug)‏ الخارجي لمجموعة أحادية العنصر 
معدومء وبالتالي فان قياس لوبيغ الخارجي QS‏ مجموعة قابلة للعد هو 
حتمّا معدوم» وآن US‏ مجموعة قابلة للعد هي قابلة للقياس (ومهملة) 
بمفهوم لوبيغ. نتساءل في هذا السياق عن صحة القضيّة العكسيّة من 
عدمهاء وللإجابة عن هذا السؤال نستعين بمبرهنة تیخنوف؟ (Tychonoff)‏ 
التالية: 

مبرهنة 43.3: JS‏ مجموعة جزئية غير خالة من ۴ مغلقة وكاملة لا تحوي 
نقاطا معزولة فهي غير قابلة للعد. 

سوف ننشئ Led‏ يلي أسرة من المجموعات الجزئية من R‏ تسمى 
بمجموعات كانتور التي تتمئع ببعض الخواص المتميّزة حيث تمتنا في 
أغلب الأحيان بأحسن الأمثلة المضادة في التحليل الرياضي. 


:= مجموعات كانتور 


نعتبر الفترة المغلقة ]0,1[ = م/.. سوف نثبع الخطوات التالية: 
< نقتطع من رل فترة أوسطيّة مفتوحة 17 طولها a Cun GF‏ 
عدد ينتمي إلى الفترة ]1 Jo,‏ . تبقى لنا فترتان مغلقتان Ji5Ji‏ 
طول US‏ واحدة منهما يساوي (-1)‡. 
> نقتطع من الفترتين Ji‏ و 7 على الترتيب فترتين أوسطيتين 
مفتوحتين 1 و 12 طول US‏ واحدة منهما يساوي . يبقى من 





(1993-1906) [Andrei Tikhonoff] اندري تیخنوف‎ (° 
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الفترة Jg‏ أربع فترات مغلقة ۰1 «(k-1,..,4)‏ طول US‏ واحدة 


منها يسا m‏ ددرت 
4 تور وم 22 





نستمر" على هذا المنوال إلى أن نصل إلى المرحلة in‏ 
نقتطع من .2771 فترة المغلقة المتبقية (ko 1,..,2"( JE,‏ 


الفترات الأوسطية المفتوحة ۰7۴ )4.271 (k=‏ طول US‏ واحدة 
منها يساوي . تبقى لنا "2 فترة مغلقة (k-1,.,27) Jg‏ طول 


zs من‎ Jä واحدة منها هو‎ us 


E PT 
Us .< 2 و ؟ال|<,8» من أجل‎ 6, 2 [714 e > 
k=1 k=1 


n-1 1 


(n2 2) (<< t(2)- E =$)" 


بهذه المقذمة نصل إلى التعريف التالي: 


تعريف 44.3: نسمّي مجموعة كانتور من المرتبة © ([0,1[ (XS‏ ونرمز لها 
ب Coy‏ المجموعة 
n‏ لاا 7J9‏ 18( دن©. 


21 21 


التالية: 

مبرهنة 45.3: لدينا من أجل كل [0,1[ ع «a‏ 
C, (1‏ مجموعة al ia‏ 
C, (2‏ ذات داخليّة خاليةء 


3( 1-64 -(ي©)77» وبالخصوص «m(C,)-0‏ 


الفصل الثالث: القياسات الموجبة والخارجية لع 127 
C, (4‏ ليست قابلة للعد. 


إثبات: لإثبات 1) يكفي الملاحظة Cy C]‏ مجموعة جزئية مغلقة 
ومحدودة في R‏ فهي إذن مجموعة متراصة. 


2 نرى من تعريف بر Qn2D AIi) G‏ 


(kek, kk'21.,2) ۰0 0-۵ 5 (vk- 1,2")‏ 
نفرض أن C,‏ يحوي فترة غير منحلة ل. ينتج عن تعريف Ol Cy‏ 
ade 5 «(Vn > 1) ۰ c 8,‏ فان -(Vn2 1) KU)‏ إذن 


۵-( )۰۲ وبالتالي ‏ 6 -ي6. 


3 نذكر من جهة US C]‏ المجموعات C,‏ قابلة للقیاس بمفهوم لوبيغ» 
ومن جهة ثانية فان المفتوحات ,© منفصلة مثنى مثنی» اضافة إلى Cj‏ 
و 9 لا مع شک رک mí U‏ 


n21 n21 


m(C,)- m(7o M \U J &n)= m(Jo ml U ٩ 


n21 


=1- Y m(9,)-1- Y; a(z)"" =1-a@ 


n21 n21 


وبالخصوص فان m(C,)-0‏ عندما 4=1. 


CJ (4‏ المجموعة C,‏ مغلقةء فيكفي إذن اثبات آتها تتطابق مع مجموعة 
lu‏ التراکم -C,‏ من الواضح Ob‏ بر»- CLC,‏ لنعتن 

بالاحتواء العكسي. ليكن -(Vnz D × 83, «Xue exe,‏ إذن» من 
أجل axe US‏ طبيعي 1ہ يوجد موشر [("11,..,2 ky‏ بحیث 
la ۰‏ أنّ 4<( ((Vk-1.,27) ۰)۷۵<( L(y‏ فإته 
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يوجد من أجل US‏ عدد 0<ء مؤشران ng21‏ و ]2^0 ks, {dyer‏ 


بحيث 


k, 
no عات‎ 1 
۰ (۷ وم دع‎ cI,-]x و |6 +لارع‎ qw > 6 


8 kn, 7 kn ۰ 5 AW t 
الف بع أتهما‎ max J ,? و‎ minJ „° نستنتج من انتماء العددين‎ 


ينتميان إلى الفترة LI,‏ إذن» مهما يكن C,‏ » ومهما يكن الجوار ۷ 
x‏ فان ccard(VOC,)22‏ مما يثبت oec, C‏ وبهذا يتحقق 


الاحتواء العكسي. 

وهكذا فان (C, = C,‏ أي آن المجموعة ALIS Cy‏ بالاستدلال بمبرهنة 
تيخنوف 43.3 نرى أنّ المجموعات «C,‏ (1 >» >0) ليست قابلة 
للعد» وبهذا يكتمل إثبات المبرهنة.8 

ملاحظة 46.3: نستنتج Caa‏ سبق C)‏ مجموعة كانتور من المرتبة الأولى 
C,‏ ليست قابلة للعد بالرغم من كونها مهملة (0 2 (m(c;)‏ 


مسألة محلولة 


لیکن (E,D, u)‏ فضاء قياس اختیاریًا و ۸ بحيث u(A)«o‏ > 0. 


لتكن (a), cR'‏ بحيث ]0 ,0] € a,» infa, = a‏ ۰ (1<م9) 


V -(A) CLs‏ أسرة ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى. نضع من أجل کل 
:nz1‏ 


.T,={Ge¥: <(6ه)بر‎ an} 
.(Yn>1) «Card(,)5 (A) أ. أثبت أن‎ 


. Ti={Ge¥: (An c)» a] -Ur, adi ب.‎ 
n>1 
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ت. استنتج أن ۲ قابلة للعد. 


(i‏ نفرض Yos‏ أن T,‏ ليست منتهية ولتكن fA} CT,‏ ينتج عن 
خاصيّة التجميع القابل للعد أنّ 
a, omes (404, )- (U(40A,) ent)‏ 
k21‏ 


k21 


وهذا مستحیل وعليه فان ,۲ منتهية من أجل .n21 US‏ 
بوضع rotmatr.)‏ د هرت نجد أن 


«u(A)2 «(^^ A, )- Sa(ana, )2 n-a, 


-n'=Card(T,)S 7 u(A) و منه‎ 


ب) لیکن 8 عنصرا من UP,‏ یوجد رم بحیث 8 ينتمي إلى Ta‏ 


21 
ومنه oM «a «ao, <M(ANB)‏ ۰8۲ هذا یثبت Ur, >۲ Oi‏ 
21 
من جهة «soil‏ إذا كان 861 فان ca<p(ANB)‏ أي 
(An B)- 4<0‏ ۰ نستنتج من تعریف الحد الأدنى »= infa,‏ 4$ 


21 


من أجل -(۸8) -م dag‏ مؤشر 1 < n,‏ بحيث 
يرنه < (8حه)ير دوجم 


وعليه فان ,الا o3.8er,‏ ,تلا 1. 


n21 n21 


نستخلص من الاحتوائين المحصل عليهما أعلاه آن PHU,‏ 
21 

ت) ينتج عن ) و Dj (o‏ ۲ قابلة للعد لکونها اتحادًا قابل للعد 

لمجموعات منتهية )53( ALY‏ للعد). 
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تمارين مقترحة 


OF‏ أثبت صحة العلاقتين التاليتين: 
An(B+a)=(A-a)^B+a (lẹ‏ 
(A-af)-A'«a (2g‏ 
من أجل کل ]ع و .A,BCR‏ 
c R* os: 2‏ ویر Z=P(N) {an}‏ و ]0+ u, v:Z>[0,‏ دالتين 
معرفتين ب 
X. a,‏ -(ه)س (VACN),‏ 
neA‏ 
Ea , Card (A) «o‏ » 
v(A)- ncA n!‏ 
Card (A) = +%‏ ,1 
(مع مراعاة الاصطلاح 20 (J,a,‏ 


ne® 
TE هل الذالتان ء/ و ۷ قياسان موجبان على‎ 
نعرف‎ D(F) معطاة و يم قياسا موجبًا على‎ Rl f: لتكن عم ج ع‎ 8 
وفق العلاقة التالية:‎ v P(E) ج‎ 12+ dat 
(VAcE) ((م)ر)م - رم)س‎ 
P(E) موجبًا على‎ ul v. يكون‎ f من أجل أي دالّة‎ 
ACE بحيث‎ E فضاء قياس و ۸ عشيرة على‎ (E,Z, u) لیکن‎ 04 
ج 8 : ,يم -: ,یر قياس موجب (يدعى قياس الأثر على‎ ]0,[ of esi 1 
(A 


2( أثبت GI‏ بر منته يستلزم CÍ‏ ,بر منته. أوجد قياسًا -منتهیّا بر بحيث لا 
يكون الاقتصار ,یم قياسًا 0-منتههيًا. 
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6 لیکن A‏ جبرا على E‏ و +o]‏ ,0]ج ل u:‏ قياسا موجبًا. أثبت أنه 
من أجل كل 4 {A,B,C}‏ العلاقة التالية محققة: 
U(AUBUC)+ u(AnB)* u(AnC)* u(Bn C)‏ 
u(A)* u(B)* u(C)* (An Bo C)‏ = 
os 6‏ < عشيرة على 6 و آه,0]ج- <:۶ دالة جمعيّة بحيث 
4(n n |- lim f(E,)‏ من أجل كل متتالية {E,} | CE‏ متناقصة. 
n>1 no‏ 
f oi odi‏ قياس موجب على OE‏ 
بيّن af‏ بامکاننا إضعاف هذا الشرط إلى اتصال FAVA‏ عند © فقط. (انظر 
التعريف الوارد في الفقرة ما قبل المبرهنة 13.3). 
OF‏ لتكن E‏ مجموعة غير خالية و CP(E)‏ (4,8) -'1 
۰ آوجد -a, (I)‏ 
o‏ إذا فرضنا أن © - ۰۸6۱8 عيّن القیاس الموجب (الوحید) 
u: a, (D) — N‏ المحقق للعلاقة : 
(E) -7 2 3u(A)* 24(B)‏ - 
8 لتكن E‏ مجموعة غير منتهية. نعتبر الجبر التالي: 


-E={AcE: |Al<ao أو‎ | 








<o) 


ثبت أن الدالة ]0,0[ < :مم المعرّفة ب 
م > إم| ,0 
AS‏ 


«(VAeZ) ata] 


1, 








«oo 
غير قابلة للعد تمامًا.‎ E قياس موجب على = إذا وإذا فقط كانت‎ 


9 لیکن (E,Z, u)‏ فضاء قیاس. AEE‏ و BCE‏ بحيث <€ ۸۸8 
و u(AAB)=0‏ . أثبت أن 
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.5 و (©6 8)س -(۸)م من أجل كل © في‎ Bex 


0 لیکن (E,Z, u)‏ فضاء قياس بحيث [نه,0]- .(0«a«9o) «u(Z)‏ 


أحسئب زمهلا امه A04)‏ من أجل كل متتالية (A), CE‏ 


n>1 n>1 
.(Vn21) «u(A,)- تحقق به‎ 
القضايا التالية‎ cj أثبت‎ ACE و‎ E لیکن "۸ قیامنا خارجیًا على‎ 7 
متكافئة:‎ 
للقياس.‎ AL j^ مجموعة‎ A (Í 
A, CACA, */م-قابلتان للقیاس»‎ A, و‎ A, ب) مهما يكن 220 توجد‎ 


x 


(A,\A,)< E‏ عبر 
ur (P) ۸۶ (Q) (c‏ = (۵ دم) «ur‏ من أجل كل ۵c A PCA‏ . 
2 لیکن (E,Z, u)‏ فضاء قياس اختياريًا و (A), CE‏ بحيث 


(UA ۳‏ . أثبت بت ol‏ من أجل كل 0< ۶ یوجد موّشر 21 ۸ : 


(UA «t (1*5) (4)‏ 
IB‏ لیکن = جبرا على عت ع و Gaga Ub p‏ على <. نعرف الدالة 
[مهر0] + v:9(E)‏ 1 

v(A)- inf(u(B), Be Z,} 
“ACE من أجل كل‎ Z,-(BeZ:ACB]) ĉa 


.VAeE, v(A)- n(A) أثبت أن‎ 1 
القياس الخارجي الممدد د‎ 1^). VACE, ۸ )۸4(>۷)۸( ol oe (2 


(u 
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bel (3‏ مثالاً عن قياس موجب بر بحيث "بر ۷۶ Vy‏ لا يحقق خاصية 
التجميع الجزئي القابل للعد. 
4) أثبت أن vay"‏ عندما تكون X‏ عشيرة على E‏ 
14 لیکن )42 (E, E,‏ فضاء قياس اختياريًا. 
1 أثبت أنه من أجل کل متتالية {An}, CZ‏ لدينا 
A, )‏ )مهنا > ) (lima,‏ . 
2( أثبت أن من أجل ACE Os‏ توجد :۰22 ACA‏ بحيث 
(A)‏ =(4) ۸۶ . ( حیث "بر القياس الخارجي الممدد ل (u‏ 
3( استنتج مما سبق Ch‏ 


(Ua )= ima (4) 


n>1 


من أجل كل متتالية متزايدة P(E)‏ ری, {An}‏ 
adi (4‏ أن limu(A,) > u(limA,)‏ من أجل US‏ متتالية {Abner CE‏ 


بحيث >| Ua‏ من لجل مد n>1‏ . 


nèn 
بحيث‎ (A],,, CE متتالية‎ ds من أجل‎ u(lima,) - 0 i أثبت‎ (5 


-D ۸۸)/۸,( 5 > م‎ 


n21 
A القياس الخارجي المولد ب‎ u ليكن (۸۸,<,ع) فضاء قياس منته.‎ 15 
مجموعة *مم-قابلة للقياس 13 وإذا فقط‎ A أثبت أن‎ ACE و‎ 

(عم) ar (E) e u^ (A)+‏ 
6 لتكن E‏ مجموعة غير خالية» DCE‏ مجموعة جزئية غير خالية 
و (9)6 ح5. نعرق الدالة [0,6]ج8: Ag‏ 


1, An ۶ 0 
0, AND=O 


:(VAeZ), ZOR 
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1) بين أن u‏ قياس خارجي على E‏ عندما ME-O(E)‏ عيّن أسرة 
المجموعات الجزئية ال j^.‏ قابلة للقیاس ,< . 

2( عيّن أكبر عشيرة "< على ٤‏ بحيث يكون ۶ Gaga old‏ عليها. 

3( من أجل أي مجموعة جزئية D‏ يكون ”ب قياسًا موجبًا على كل عشيرة 
ZcÓ9(E)‏ * 


7 ليكن )2 (E,Z,‏ فضاء قياس و ys”‏ القياس المولد ب بر . أثبت أن 

القضايا التالية متكافئة: 
A (i‏ مجموعة *بر-قابلة للقياس. 
ب) i (Sn A) + a^ (so)‏ - (ى)يرء لكل SEE‏ بحيث مه > (۳)5. 
(sn A) ^ (sot) (c‏ / <(ک)س کل SEX‏ بحيث «o‏ (5)لر. 
(sn A) e n (sot) (3‏ کر (s)2‏ مب کل ACE‏ 

8 نفرض وجود قياس موجب ]0,00[ a 1: B(R)‏ الشرطين: 


«u([0,1])=1 ) 


ب( (A)‏ “سمس ره ج+ه)س .Va»0, VAeB(R),‏ 
أحسب TETI‏ 1< ۰ استنتج Ail‏ لا يمكن د u‏ أن يكون 
n‏ 
Úti‏ موجبًا على .B(R)‏ 
(R,B(R),v) oss. 79‏ فضاء قياس بحيث 
v([0,1[)=e (1‏ (حيث ٤<0‏ مثبّت ) 
.VxeR, VAeB(R), v(xt+A)=v(A) (2‏ 
i‏ آثبت أن .VxeR, v({x})=0‏ 
ب. أثبت o‏ ۳ - (]۷)]0,۲ من أجل کل عدد نسبي موجب ۲<0. 
ت. استنتج ol‏ (ه-ما)ء - v([a,b[)=v(]a,b])‏ من أجل کل عددین 
a ois‏ وط a«b Ge‏ . 
ث. قارن القياس ۷ مع قياس dup‏ 2 على JR‏ 
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Ae £ ox 20‏ بحيث هه > (0>0)۸. نعرق الدالة FUROR‏ 2 
f(x) e m(Ao ]-x,x[)‏ 
1 أثبت آن f‏ متصلة f(R*) Gly‏ يساوي [0,m(A)]‏ أو ](0,۳)۸]. 
2( أثبت o‏ من أجل كل c»0‏ توجد £ (Vn21) ۰۸, CA {A} C‏ 
بحيث um (A) emit)‏ 
J=[0,1] os 7‏ و (1x px 8) «N,‏ مجموعة كل الأعداد J‏ > × التي 
لا تحوي الرقم م في كتابتها العشرية. 
das 1‏ > ,لا نم am(N,) quai‏ 
2( أثبت أن ,۸ ليست قابلة للعد. 


2 1) آثبت أن کل مجموعة مفتوحة (غير خالية) من R‏ تحوي مجموعة غير 
قابلة للقياس بمفهوم لوبیغ. 
2) أثبت أن کل مجموعة جزئية قابلة للقياس من مجموعة غير قابلة للقياس 
بمفهوم لوبیغ هي مجموعة مهملة. 
3( استنتج ممّا سبق أن US‏ مجموعة جزئية ACR‏ تحقق m'(A)z0‏ 
تحوي مجموعة غير قابلة للقياس بمفهوم لوبيغ. 
28 لتكن A‏ و8 مجموعتين جزئيتين من R‏ بحيث 
A,b e B)‏ € مر إط d(A,B)- inf (Ja—‏ > 0. 
أثبت أن 


.m" (AUB) = m'(A)* m (B) 


4 لتكن E‏ مجموعة اختيارية و (E)‏ -5. أثبت GI‏ كل قياس موجب 
بم على E‏ هو قياس تام. 


26 لیکن X‏ جبرًا على E‏ و => 5. آوجد شرطا GY‏ وکافیّا على 5 و = 
حتى تكون الدالة ,® +- 2 : ص المعرفة ب 
c, ۸5 ۶۵‏ 
ANS=D‏ ,0 


o(4)={ 
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(Gui عدد موجب‎ c موجبًا على 7. ( حيث‎ told 
خارجيًا.‎ Ca ۸ (ع)9:‎ OR. لیکن‎ 6 
أثبت المتباينة التالية:‎ (1 


wu (4)- مر‎ (B)|s *بر‎ (AAB) 
.4(B)«o بحيث © > (۸) "بر أو‎ ۸ BCE لكل‎ 


0 





2 لیکن A BCE‏ بحیث B‏ مجموعة *یم-قابلة للقیاس» BCA‏ 
و ۰ >(8) ۶ -(م) ۶ )© 

- أثبت أن A‏ مجموعة j^‏ قابلة للقیاس. 

3( اعط مثالا عن قياس خارجي ومجموعتین جزئیتین A BCE‏ تبيّن فيه أن 

شرط المحدودية (*) ضروري حتی تکون A‏ مجموعة /-قابلة للقیاس. 
27 ليكن (E,T)‏ فضاءً طبولوجیّا و S‏ مجموعة جزئية كثيفة في ع . إذا 
كان pw‏ قياسًا Gaye‏ على B(E)‏ و {E}, cC 9(E)‏ تغطية منتهية 
Sedis‏ 


ae) )سر‎ 


الدوال القابدة للقياس 


الفصل الرابع 
الدوال القابلة للقیاس 


(JI gall Cj‏ القابلة للقیاس التي نحن بصدد تعریفها لا تعتمد ساسا على 
مفهوم قياس المجموعات المعرف سابقا بل ترجع قابلية قیاسها إلى 
الدوال المتصلة التي تتعلق اساسا بمفهوم المجموعات المفتوحة 
المرتبطة بفضاءات طبولوجية (E, T^)‏ ج (ET) &e «f: (ET)‏ 
و (E, T?)‏ فضاءان طبولوجیان» و cf T (T)c T‏ فان التوال القابلة 
قابلة للقیاس) تلعب دور I fake‏ في نظرية المكاملة بمفهوم dug)‏ فهي 


1- الدوال القابلة للقياس وخواصها 


نذكر أنه إذا كانت Alla f‏ من ع نحو E'‏ فان الصورة العكسيّة لأسرة 
Cc9(E)‏ هي 
.£*(O- (f£? GBec]‏ 


من جهة أخرىء إذا كانت الأسرة © ule) Fus‏ الترتیب» عشيرة أو 
طبولوجيا) على ۶ فان الأسرة f (C)‏ جبر ule)‏ الترتيب» عشيرة 
أو طبولوجيا) على 6. لدينا التعريف التالي 


تعريف 01.4: لیکن (E,E)‏ و (E', X")‏ فضائين قابلين للقياس. نقول ع ن 
Xl‏ ع جع fs‏ نها )7,2( AG‏ للقياس إذا حققت »f (X) cE‏ أي 
من al‏ كل عنصر BEX‏ فان 2 (۶-1)8. 
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ملاحظة 02.4: 1) سوف نستغني أحياتا عن ذكر الفضائين القابلين للقياس 
)2( إن لم يكن هنالك أيّ لبس. 

2( إذا كان (E,E,P)‏ فضاء احتمال فنسمّي حينئذ كل دالة قابلة 
للقياس (R,B(R))‏ ج :(E,Z,P)‏ × متغيّرا (random ize‏ 
variable)‏ حقيقياً. 


هذه بعض الأمثلة عن توال قابلة للقياس: 


مثال 03.4: لیکن (E,E)‏ و ("6',3) فضائين قابلين للقياس اختياريين. 
نفرض أن illa f:E>E‏ ثابتة بحیث a «(VxeE) «fG02a‏ 
cita‏ في ۰ لدينا من أجل كل 82 ما يلي: 
Ø, if a ¢ B‏ 
TOEI T‏ 


E, if aeB 
.102(- (ع,0)‎ cE أي أن‎ «(VBez) «f (Bez وعلیه فان‎ 
-قابلة للقياس.‎ (Z, Y") ثابتة هي‎ Ala US إذن‎ 


مثل 04.4: لیکن (E,E)‏ فضاء قابلاً للقياس و ACE‏ مجموعة جزئية 
غير خالية. نعرّف f: )6,5( 2 (R,BOR)) Wal‏ + ریز -f=‏ 
تكون f‏ دائة (()2,6)-قابلة للقياس إذا وإذا فقط كانت AED‏ 
بالتأكيد» (Be B(R) oS‏ من السهل التحقق من Of‏ 

8 »ع1 6 8 0 ز A,‏ 


A“,if 0cB & 8 
O, if O¢B & 1¢B 
E, f OcB ع‎ 1cB 


ومنه A, 4° ,٤[‏ ,8( - ))(5( ^£ 
f. «93‏ دائة ((2,8)8)-قابلة للقياس إذا وإذا فقط كانت LAEE‏ 


«f 1(8)- 
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Jia‏ 05.4: لیکن (E,E)‏ و (/6,2) فضائین قابلين للقياس بحيث 


(۴) 9 ۰2۶ عندئذ» كل fr EE’ Alla‏ هي (/2,۶)-قابلة للقياس. 


بالتأكيد» لدينا (ع)8(9) (vBed’) «f‏ أي f ECE‏ 
وبالتالي فان الدائة f‏ قابلة للقياس. 


ملاحظة 06.4: بأخذ «(VACE) ۰۸٤2 Gi Gi E-9(E)‏ وبالتالي 
فان faz,‏ دالة قابلة للقیاس من أجل کل ACE‏ من جهة آخری» 
للحصول على da‏ غير قابلة للقیاس f:(E,Z)>(R,B(R))‏ حيث 
{ØE} CXCP(E)‏ نعتبر fog,‏ مع MARE‏ 

تبيّن المبرهنة المقبلة آن Ada e‏ ترکیب دالتين قابلتین للقیاس تحافظ 
على خاصية قابلية القیاس أي GF‏ فضاء التوال القابلة للقیاس مستقر 
jl)‏ مغلق) تحت عمليّة التركيب. لدینا 


مبرهنة 07.4: (E',X') «(E,E) oS‏ و (E",E")‏ ثلاثة فضاءات 
قابلة للقیاس. نفرض أن (EX)‏ + (ظ,ع):۶ دالة ('5,5)-قابلة 
للقياس و (E',E")‏ +-(8,2):و دالة (2۳,2۳)-قابلة للقياس» عندئذ 
الدالة المركبة (E", E")‏ ج (<,ع): go f‏ دالة (2۳,<) -قابلة للقیاس. 
إثبات: لدينا من أجل BeZ" US‏ ما يلي: 
الاء (8)ة A-g‏ و «f l(AeI‏ 

لكون f‏ و و قابلتين للقياس» وعليه فان 

. ۶1 (م)‎ = f ((1)8-و)‎ - (go f) D ex 
دالة (2,2۳)-قابلة‎ gof وهذا يثبت آن‎ (go f( ENCE oF 
B. للقیاس‎ 


Z'c9(E)s FCP(E) ۰ E' نحو‎ E من‎ Xa f قضية 08.4: لتكن‎ 
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بحيث 7 )7( 1 .f‏ عندئذء f‏ دالة ((7۳)م۳(,0)مه)-قابلة 
للقياس. 


إثبات: ينتج Yj‏ عن الاحتواء IFEF‏ آن 
£A )cog CF)‏ 
وينتج من جهة أخرى عن كون الأسرة 
E, ={Bee':f 4 (Beo; (F)}‏ 
عشيرة على © تحوي '2 -opl FCE; UO‏ 
وهذا يودي إلى الاحتواء cf 4 (op (F)) Cog(F)‏ ومن ثم فان f‏ 
XM‏ (20) عى,(2) (op‏ -قابلة للقياس.ط 


إذا كان X'-op(7), F'c9(E)‏ فان بیان قابليّة القياس لدی 


الدالة f‏ یُختصر على التحقق من الاحتواء X‏ -ح(727) 1 فقطء وهذا 
ما تنص عليه المبرهنة التالية. 


مبرهنة 09.4: لیکن (E',Z") (E, X)‏ فضائين قابلين للقياس و (') 2ح '22 
بحيث Y‏ =('۳) ع0 . Mae‏ تكون f:E—E'‏ دالة ('<,2)-قابلة للقياس 
إذا وإذا فقط كان (F')cE‏ 13ثر. 


JINE Mae للقياس»‎ Abü-(z r) دالة‎ f إثبات: نفرض أن‎ 
.F'cog(£)2X WY f^ (F)cX ومنه‎ 

Ó dise‏ كان f71(7")cIE‏ فانه بفضل القضية السابقة f‏ دالة 
(oe (Z) og Cr)‏ -قابلة للقیاس. 

بما cop(F)=2'5 eQG)-Z Ol‏ فهذا يستلزم f Gl‏ دالة 
(z, 2")‏ -قابلة B. Lil‏ 


سوف ندرج فيما يلي مفهوم الدالة البوريلية (نسبة إلى عالم الرياضيات 
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الفرنسي (Borel) ! dug‏ وذلك بتزويد الفضائين E‏ و“ بطبولوجيا 
اختيارية فيكون حينئذ مرجع قابلية القياس وفق العشيرتين البوريليتين 
BpG)‏ و -Bp(GE)‏ 

تعریف 4 لیکن (E, T^). (E, T)‏ فضائين طبولوجيين. نقول عن دالة 
۴ ج ٤‏ :تر إتها بوريلية إذا كانت (B7 (E), Br (E'))‏ قابلة للقیاس. 


مثل 114 لیکن (E, T) (ET)‏ فضائین طبولوجیین. US‏ دالة 
متصلة f:(E,T) 2 (E, T?)‏ هي دالة بوريلية. 


بالتأكيد» ينتج فورًا عن اتصال f'(T)cT G f‏ وبتطبيق 
المبرهنة السابقة 09.4 نحصل على cf (Bp(G))c Br)‏ ومنه f‏ 
Ala‏ بوريلية. 


2- أثرأسرة على مجموعة جزئية معيّنة 

pai‏ فيما يلي مفهوم أثر (trace)‏ عشيرة على مجموعة جزئية معيّنة 
من المجموعة المرجعية E‏ بغية دراسة اقتصار دالة قابلة للقياس على 
أي عنصر من هذه العشيرة. 

لتكن A‏ مجموعة جزئية غير خالية من مجموعة .E‏ نعرف التباين 
القانوني j,:A9E‏ ب ۷ -(),ز .(VxeA)‏ لدینا من أجل US‏ 
أسرة FCP(E)‏ ما يلي: 


da (F)- [a ():Fez]-(anr:Fez]-An 
LA على المجموعة الجزئية‎ F تشكل هذه الأخيرة أسرة آثار الأسرة‎ 


E جبرًا (علی الترتیب عشيرة أو طبولوجيا) على‎ F إذا كانت‎ adi AS 
الترتيب» عشيرة أو طبولوجيا) على‎ ule) هي جبر‎ ANF فإن الأسرة‎ 





(1956-1871) [Emile Borel] اميل بوريل‎ (' 
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۸ تسمّى بالجبر (على الترتیب» العشيرة أو الطبولوجیا) المستخلص () 
من 72 على -A‏ 
إذا كانت Y‏ عشيرة على ٤‏ فنسمّي حينئذ الثنائية (A, An E)‏ بالفضاء 


الجزئي القابل للقياس من (E,Z)‏ 


مبرهنة 12.4: ليكن (E,E)‏ فضاء قابلاً للقياس» ACE‏ مجموعة جزئية غير 
خالية و F C I(E)‏ . عندئذ. 
Ane; CF)‏ دوع ۰00۸ 
وبالخصوص. إذا كان (E,T)‏ فضاء طبولوجيًا C‏ 
A^ B, (E)‏ - (ه) Bae‏ 


إثبات: ليكن ٤ج‏ 4: رز التباين القانوني من A‏ في ع۰ نحصل بفضل 
العلاقة 2//-(2)72م/ والمبرهنة ۰25.2 2( على 
(F))= ia (oe C7)‏ تاره -(۸) ره 
=Ano;(F)‏ 
وفيما بخص الحالة الخاصة» نستنتج فورًا ممّا سبق أنّ 
‘Bayz (A)-o4(An T) Anog(T)- AGB, (E)‏ 
وهو المطلوب.ا 


توطئة 13.4: لیکن (E', X") «(E,Z)‏ فضائين قابلين للقیاس. ACE‏ مجموعة 
جزئية غير خالية و“ ج ع:۶ر دالة (2,<)-قابلة للقیاس. Maie‏ 
الاقتصار E‏ ج-4 fai‏ هو EE) Ala‏ ۸ 4)-قابلة للقياس. 


إثبات: يحقق التباين القانوني j:A—E‏ العلاقة رزه =f‏ بر وذلك 
حسب المخطط التالي: 
E‏ 
isp Ni‏ 
A fa=fein E‏ 


ليكن ۰82 من الواضح Ol‏ 
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fa (رزه۶)-(8)‎ (8) - (2 ° f*)(B) 
= j; )۶۰)8((- ۸۶۰)8( eAnz 
4)-قابلة للقياس.8‎ ٣ 2,2’) دالة‎ fa وبالتالي فان‎ 
عن‎ eli, تساعدنا المبرهنة المقبلة على تمییز التوال القابلة للقیاس‎ 
للقیاس. لدینا‎ ALU طریق اقتصاراتها على مجموعات جزئية‎ 


3 فضائين قابلين للقياس‎ (E',Z') «(E,E) OS :14.4 مبرهنة‎ 
(<,2)-قابلة‎ ih ۶:۶ تكون ۲ج‎ .E-[JE, بحيث‎ (E), CE 
n21 


للقياس إذا وإذا فقط كانت الاقتصارات ‏ مح cfe En‏ دوال 


(E, rZ, Y")‏ -قابلة للقیاس. )1 <م9). 


إثبات: نفرض YS)‏ آن f‏ دالة AL (Y, z^)‏ للقیاس. نستنتج من التوطئة 
4 أن الاقتصار fe‏ دالة ('<,< ,ع)-قابلة للقياس» (Vn21)‏ 
case‏ نفرض أنّ US‏ الاقتصارات fie,‏ دوال C E,E)‏ مع)-قابلة 

للقياس. نرى من الاحتواءات «(Vn2 2) ۶,62 CE‏ أنّ 
«(Vn2 1) ‘fe, (B)eE,nZcz‏ من أجل US‏ "2 ۰8 ومنه 


r(e)-ens'(e)-(Us, Jor) 


- ,ع) لا‎ ۰۶۰ )8( - Ur (e) eX 


f o3‏ دائة (5,57) -قابلة للقياس.8 


3- الدوال العدديّة القابلة للقياس 


نسمّي دالة Mese‏ على مجموعة Alla US E‏ معرفة على E‏ وتأخذ قيمها 
في المستقيم الحقيقي .R=RU{-0,+0} ais gall‏ 
نقول عن دالة عدديّة إتها منتهية إذا كان لدينا -()لرء بمعنى G‏ 
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-(VxeE) «f(x)eR 
Cus; M20 نقول عن دالة عدديّة إتها محدودة إذا وأجد ثابت منته‎ 
«(Yx €E) «|f (x)| > M 


6 يتضح من هذا التعريف Alla US Cj‏ محدودة هي منتهيةء بينما العكس 
ملاحظة 15.4: سوف نزود طيلة هذا الكتاب المجموعة R‏ بالعشيرة 
البوريلية -B(R)‏ 


تعريف 16.4: ليكن (E,E)‏ فضاء Su‏ للقياس. نقول عن دالّة عددية 
Wi f:E R‏ <-قابلة للقياس إذا كانت ((®)2,6)-قابدة للقياس. (أي 
سقط الإشارة إلى العشيرة B(R)‏ وذلك sls‏ على الملاحظة 
السابقة). 


سوف نرمز لمجموعة US‏ الدوال العدديّة القابلة للقیاس على E‏ 
ب .(96),8» ولمجموعة كل الذوال العدديّة الموجبة القابلة للقياس 2 
(E,E)‏ ۰90 كما نرمز ب (E,E)‏ »9 لمجموعة كل التوال العددية 
المنتهية القابلة للقياس. 
لدينا الاحتواء التالي 

-Min (E, E) c ex (E, E) 
تعد المبرهنة الآتية من أهم المبرهنات المُميّزة للتوال العددية القابلة‎ 
وكذا‎ jac] للقياس حيث تسمح لنا بالتركيز على الفترات من الشكل‎ 
عرض کل العناصر‎ ۰06 Gus [ورم]»‎ «[-e,a[ [م+ره]ء‎ 
CY 09.4 في الواقع» هذه النتيجة هي تطبیق مباشر للمبرهنة‎ .8)8( 
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-og(]o,*], ae R})=B(R) 


مبرهنة 17.4: ليكن (E,E)‏ فضاء قابلاً للقياس و 1۴ <- : ثر il‏ عدديّة 
معطاة. c)‏ القضايا التالية متكافئة: 

f (i‏ دالة 2-قابلة للقياس. 

«(VaeR) fF (lo, ([م+‎ ( 
«(VaeR) = a,+o ex ت(‎ 
«(VaeR) f(e, (2 ( 
s (oa) 


.(VaeR) 


p 


Ct 


[-~,a])ex (c 


اثبات: الاستلزام (Í‏ ح>ب): 
لتكن ۶ abo‏ -قابلة للقياس» عندئذ «f? (B(R))cx‏ وهذا يستلزم 
-(VaeR) «Ja,*]e B(R) OY «(VaeR) «f(o*]ex‏ 
الاستلزام ب) ->أ): 
نفرض Of‏ ±> ([ه+رط)*“ثرء .(VaeR)‏ بما آن 
exl ho, +00], acR}=B(R)‏ 
فإننا نحصل بفضل المبرهنة 09.4 على Jez‏ )اي fa‏ 
ila‏ 2-قابلة للقياس. 
نحصل على باقي التكافؤات بنفس الطريقة.8 
ترميز: إذا كان f ge 9x(E,E)‏ فاتنا نرمز اختصارًا — 
{f<9} «{f<g}‏ و {f=9}‏ 
للمجموعات e E: f(x) <g(x)}‏ يرك (xe£:fG0xgG0]‏ 
و c(xeE: fó02g60]‏ على الترتيب. 
قضية 18.4: ليكن f,g e 9C (E, E)‏ « عندئذ المجموعات التالية عناصر من 
:E‏ 
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a‏ (([مو[)* (و-م)ع)(ود)دف 
2 (و < )۰8-1 
.C={f=g} 6‏ 


إثبات: 1( يمكن للقارئ KEN‏ بسهولة من المساواة التالية: 


(l-o rf)‏ “وح {r= re)‏ ان 
نرى فور من المبرهنة السابقة ومن قابلية عد مجموعة الأعداد النسبية 
© أن .Aex‏ 
2( فيما يخص المجموعة B‏ نلاحظ آن 
f) " (Jo])‏ -و)اء - }9< ‘B=E\{f‏ 
وهي من الواضح قابلة للقياس. 
3 نلاحظ Db sl‏ ۰6-8۱۸ وهي قابلة للقياس لكونها فرقا 
للمجموعتین القابلتین للقیاس A‏ و W.B‏ 
تختزل المبرهنة التالية الکثیر من العملیات المتعلقة بالتوال العددية 


المنتهية القابلة للقیاس کالجمع» الضرب» القسمة وغیرهم من العملیات 
المعهودة وذلك بتعویض الدالة © بالعبارة المناسبة, 


مبرهنة 19.4: ليكن lad (E,E)‏ قابلاً للقیاس و (F,T)‏ فضاء طبولوجیا. 
إذا كان (E,E)‏ ,96 ء ور و ۴ج 0:87 دالة متصلة فان الذالة 
h:E >F‏ المعرفة ب . 

(Vx EE) h(x) = o(fG0,gG0) 


(Z, 1- (F)) Xil‏ -قابلة للقياس. 


إثبات: نفرض كالعادة C)‏ المجموعة R?‏ مزودة بالعشيرة البوريلية 
B(R?)‏ المرفقة بالطبولوجيا الاعتيادية Th‏ = 7 . نعرف الدالة 
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-(VxeE).w G0 - (f (x),g(x)) ب‎ y:E >R? 
3b س‎ jJ الآن‎ ci عروه©-5.‎ GA بهذا التعريف يكون‎ 
مفتوحة‎ US ((6)۸7,)-قابلة للقياس. بالتأكيد» توجد من أجل‎ 
Cys {Ry}, متتالية من المستطيلات المفتوحة‎ 97, 
مت × 2= ,۰ (الفترات المفتوحة ,2 موازية لمحور الفواصل بينما‎ 
-O=UR, Cu موازية لمحور التر اتیب)»‎ Ja الفترات المفتوحة‎ 
n>1 
لدينا إذن‎ 
ال‎ U Rn) = Uw (Rn) 


n21 n21 
-U(r*a)nes*(z)) ez 
n>1 
س دالة‎ QD ومنه 7,(>=2) ۰۷ وبتطبيق المبرهنة 09.4 نرى‎ 
الدالّة‎ Cj 07.4 للقیاس. نستنتج أخيرا من المبرهنة‎ ةلباق-)£,6)R((‎ 
2,157)-قابلة للقياس.2‎ (F)) alla h AS yall 


فيما یخص التوال العددية القابلة للقياس العامة لدينا المبرهنة التالية: 


مبرهنة 20.4: نفرض Of‏ (:2, )9 ع ور عندئذ 
-f+9, fa e 9X (E,X)‏ 


إثبات: 13 كان «f,ge9t, (E,E)‏ فبوضع «D(x,y)-x*y‏ مع 
الملاحظة أن © متصلة من R?‏ نحو » نحصل بفضل المبرهنة 
السابقة على 
c 9x(E,X)‏ (,ط) ,م9 و + 
نفرض الان f,geM(E,Z) t‏ بحيث يكون المجموع fg‏ معرقا 
على E‏ بوضع 
+oo} u (xe E:|gGO| 2 +}‏ - |(بر) «A= {x eE :|f‏ 
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نجد Ja] ef] GY) Aez D‏ و +o‏ دوال قابلة للقياس). من الواضح 
أن الاقتصارين fa‏ و gy‏ عنصران من (96)4,426175: وان 
Myin (ASA OE)‏ © بر 9 ٠ f e,‏ إذن» 
e ox (A^, A nz)‏ عر 9 + (f +9) = fae‏ 
من جهة أخرىء من أجل aeR US‏ فان 
f+9)a) 1 (Ja,+00]) = {xe A: f (x)+ g(x) = +00}‏ (( 
f(x) = +0} U {xe E:g(x)=+0})e ANE‏ :6 )۸ = 


وهذا يثبت <(f+9),eM(AANZ) o‏ وبالتالي F+GeEM(E,Z)‏ 
حسب مبرهنة (الاقتصارات) 14.4- 


فیما یخص الضربء لدینا fae Mg (EZ)‏ ¢ لكل (EE)‏ ,ی691 ور 
وذلك بتطبيق المبرهنة السابقة من أجل الدالة ‏ ج 87:ص المعرفة ب 
(x,y) = xy‏ . 
بوضع 
B=({xeE:|f(x)|=+0} ۱۷ ۶ :9)(-0((‏ 
U({x eE:|g (0|= +0} | {xe E: f(x) 0((‏ 


نحصل Vol‏ على BEE‏ وبنفس الاستدلال السابق نجد 
f, € Mn (B*,* nx)‏ و «Qu. € My, (B*,B* OE)‏ 
ومنه (fa). e 9x (B*,8* VE)‏ - 


أخيرًاء من أجل «aeR US‏ فان 
((fa)g) )0,+[( = (x eB: fG0gG0 = +00}‏ 
(x)= +0 & g(x) > 0)‏ :۶ 810 < 
f G0» 0])‏ ع 4 - U(xe£:gG0‏ 
U(xeE: fG0 2 -o & g(x) < 0]‏ 
:9ع uíxeE:gG0-2-o&fG0«0)]‏ 
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ol‏ (96)8,865> و(9/)» وبالتالي (2,ع) 9295 حسب المبرهنة 
114.4 وهو المطلوب.8 


Q a3  fe9Q(EX),; (ثابت)‎ g=c xb (1 :214 ملاحظة‎ 
- of > M(E,Z) 

Q يستلزم‎ feSx(EEZ) Ol GUY يمكن الاستدلال بالاستقراء‎ (2 
.n22 US dal من‎ «(n od f) f"^e9x(E,Z) 


لتكن KATE‏ متتالية من الدوال العددية على مجموعة ع۰ نعرف 
JI sal‏ العددية limf, «sup f, «inf f,‏ و limf,‏ من نحو R‏ 


n21 n21 
كالآتي:‎ 
«(Vx e E) «(inf fn) G9 = inf (Sn 00) (1 
n21 n21 
«(Vx EE) «(sup In) = sup (Sn (x)) (2 
n>1 n>1 
«(VxeE) «(limf,)(x) = lim( f, GO) = sup inf f, (x) (3 
n21k2n 
.(VxeE) «(limf,)G0 = lim( f, G0) = inf sup f, (x) (4 
n21 kèn 


تعريف 22.4: نقول عن متتالية من الدوال العددية {Fa} nog‏ إتها تتقارب 
'ببساطة" إلى f‏ على E‏ عندما + — cn‏ إذا وإذا فقطء من أجل كل نقطة 
«xe k‏ المتتالية العددية 1> {fn OO}‏ تتقارب إلى »f)×( >R‏ عندما 


-fh جک‎ f و . نکتبها‎ +o 
cinf fa  ةيددعلا قضية 23.4: لتكن (96)6,2 > یر [,كر]ء عندئذ الذوال‎ 
n>1 5 
-N (E,Z) عناصر من‎ limf, و‎ limf, «sup f, 
n21 
إثبات: لإثبات هذه القضية نستعين بالعلاقتين التاليتين:‎ 


(1) esee Ef bos = لا‎ eif Gd sg) 


152 1 النظرية العامة للقياس والمكاملة 


(2) inest Oia (\{xeE:f, <a} و‎ 


n21 n>1 
عه.‎ US من أجل‎ 
يوجد مؤشر وم بحيث‎ eye U )۲۶:۶,)( > بالتأكيد» لیکن لہ‎ 
n21 
«ye [Inf f, <a) o .inff (y)sf, (y) «a Aias «f, (y)«a 
net n>1 


"U thn <a} c {inf fy <a} g وهذا يثبت‎ 


n21 


«(Vn21) ۰۷ ۶), <a} Xue xyeU (f, <a} Ol نفرض‎ us 
n>1 
O3 cinff,(y)za وبالتالي‎ «(vn21) -«f(y)za أي‎ 
n>1 
وبهذا يكتمل إثبات الاحتواء العكسي.‎ ey e [inf f, <a) 


n21 
ol تستلزم‎ ye (۳6 :,)( <a} ci لإثبات المساواة )2( نلاحظ‎ 
n21 
أي‎ csupf, (y) sa وبالتالي‎ «(vnz D «f,(y)<a 
n21 


N (f sa) c {sup fy <a) وهذا يودي إلى‎ ye la sa] 
n>1 n>1 n>1 
بحيث‎ no يوجد عندئذ مؤشر‎ ۰۷ © {fsa} D نفرض‎ lke 
n>1 
ی‎ rr p o3 sup f (لا)‎ > fn, (¥)> a ومنه‎ f, (y)»a 
n21 
.)2( م قرو وبهذا تتحقق المساواة‎ N {fn <a} ومنه‎ 
n>1 
عنصران من‎ sup f, و‎ inf fn à نستنتج من العلاقتين )1( و(2)‎ 
n21 
.9x(E,E) 
g,-inff, النهايتين الدنیا والعلياء يكفي وضع‎ Dai; فيما‎ 
k2n 
۷)ء لنحصل مما سبق على‎ 1) ch, = sup f, و‎ 
kzn 


c 9x(E,Z)‏ تدم Juss 5 {Pn}‏ م9 


وبالتالي 
م9 (limf,) = inf 2 f) ini = inf h, s (limf,)= sup (inf 1 SUp‏ 
n21Vk2n n>1\k2n n21‏ 


B. 9x (E,X) عنصران من‎ 
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تنص النتيجة الآتية على GI‏ نهاية متتالية من الدوال القابلة للقياس 
المتقاربة ببساطة هي بدورها قابلة للقياس. 


لازمة 24.4: لتكن (f) coX(E,E)‏ بحيث f‏ جك رل عندئذ 


.f e9X(E,Z) 


n>1 


إثبات: لدينا فرضا «(Vx € E) « lim f,)×(= f(x)‏ ومنه 


no 


(Vx e E) « f (x)= limf, (x) = limf, GO 


W.23.4 وذلك بفضل القضيّة‎ cf e 9C (E, E). OF 


ملاحظة 1:25.4( لتكن f,g e 9X(E,E)‏ . بوضع f= f,‏ و (g-f,‏ 
«(Vn < 2)‏ نحصل بفضل القضيّة 23.4 على 

. sup(f,g)= sup f, €N (E, 2) و‎ inf (f,g) = inf f, €N (E,Z) 
فضاء التوال المتصلة ليس مستقرًا بالنسبة إلى‎ Cj من المعلوم‎ (2 
الفضاء‎ M, 24.4 بينما تخبرنا اللازمة‎ (aha) التهايات البسيطة‎ 
مستقر بالتسبة للتهايات البسيطة.‎ M(E, 2) 

3( على القارئ توخي الحذر عند التعامل مع المجموعات غير القابلة 
cull‏ فينبغي له إذن أن يدرك أنّ (2,ع)97 ليست مستقرة بالنسبة 
للعمليات غير القابلة للعدء à‏ فلا يُسمح بتعويض متتالية من الذوال في 
القضيّة 23.4 واللازمة 24.4 بأسرة غير قابلة للعد من التوال» أي إذا 
كانت (f), c ok(E,E)‏ أسرة من الدوال القابلة للقیاس» حيث S‏ 


-inf f; ssip fi eve (5, E) مجموعة غير قابلة للعدء فعلى العموم‎ 


ies 


مثال مضاد 26.4: نعتبر فضاء القياس C, m)‏ ,]0,1[( و ]0,1[ P C‏ بحيث 
PEL‏ من الواضح ail‏ من أجل Us 78 US‏ 


-sup zi) = Xe €9x([0,11,£) ے۰ بينما‎ ex ([0,1], C) 
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تعريف 27.4: لتكن لدينا 1# جع :تر Ala‏ عدديّة. نعرق الجزء الموجب f‏ 
(على الترتيب» الجزء السالب f ANM (f^‏ كالآتي 
f* G0 = sup(f G0, 0) = EHI‏ 

.))۷ e E) «f^ G0 sup(-fG0,0) = Lo fo الترتيب»‎ ule) 
:۶ و‎ f" هذه بعض خواص الذالتين‎ 

«f (E)c[0,+0] و‎ f*(E)c[0,+0] 1 

-f-f 2 

df-2f'-f 3 

.(VxeE) ۳ G0.f 6020 4 


قضية 28.4: لیکن (2,ع)90> [fly fo. ۶۳ Sue cf‏ عناصر من 
Gass . OX (E,E)‏ إذا كان f^‏ و f‏ في 9x(E,E)‏ فان .fe9X(E,E)‏ 


إثبات: بما Of‏ الدالتين ۶ و 0 قابلتان للقياس» فإنه بفضل الملاحظة 25.4 
الذالتان f*‏ و ر قابلتان للقياس» وبدورها تكون الذالة ff^‏ اما 
قابلة للقياس. 

فيما يخص العكس» لدينا f-f'-f^‏ مع الإشارة إلى أن الفرق 
معرف تعريقا dis‏ فيكفي إذن تطبيق المبرهنة 20.4 للحصول على 
النتيجة المطلوبة.0 20 


ملاحظة 29.4: ننبّه القاری إلى Oi‏ کون (2,ع)297//| لا یستلزم على 


العموم Ol‏ (2,ع)۶9۲ US‏ يتجلى في المثال المضاد التالي: 


مثال مضاد .1:30 يكن (E,Z)‏ فضاء قابلاً للقیاس و AGE‏ نعرتف 
الدالة العددية SYK f: ES R.‏ 1--()۶ عندما ۰۸ 
و 1+=(×) ۶ عندما A۸‏ ع ×. 
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من الواضح آن f|=1|ء‏ وهي بطبيعة الحال دالة ALU‏ للقياس» وبما 
أن fe OU(E,Z) Mae cA-(f--1)eX‏ وفقا للقضية 18.4. 


4- الدوال البسيطة 


سنقدم فيما يلي نوعا ali‏ من التوال العددية التي تكتب بدلالة عدد 
منته من الدوال المميّزة Yl‏ وهي الدو ال البسيطة. كما obs‏ إلى 
مسألة تقريب US‏ دائة عددية قابلة للقياس بمتتالية من التوال البسيطة 
مما يسمح لنا لا بدراسة خواص التكامل من أجل الدوال البسيطة $$ 
نوسّعها إلى التوال القابلة للقياس وذلك بفضل المبرهنة الأساسية للتقريب 
33.4. 
تعريف 31.4: نسمي Alla‏ بسيطة على مجموعة E‏ كل دالة PIER‏ 

m 
ثوابت حقيقية‎ cuc, حيث‎ D= È CkZe, من الشكل‎ 

k=1 
الدالة‎ yg, Qiaj).E تجزئة منتهية للمجموعة‎ (Ed متسم‌ايزة و‎ 
(Ep المميّزة ل‎ 
Cardp(E) «o» بحيث‎ Q:E— 1+ عددية منتهية‎ Alla كل‎ C نشير إلى‎ 
بسيطة. من جهة آخری» بوضع‎ Alla يمكن كتابتها على شکل‎ 
نحصل على‎ izj عندما‎ cc, #0, حيث‎ oE) = (64,62, 00,6 m} 
كالآتي‎ E للمجموعة‎ {E}, تجزئة منتهية‎ 

-.(i21,2,.., m) «£j -xeE: g(x) =¢;} 


قضية 32.4: ليكن (E,E)‏ فضاء قابلاً للقياس و 12 — p: E‏ دالّة بسيطة 
m‏ 

9 ex (E,X) متمايزة. عندئذ»‎ (e بء الثوابت‎ - Y CKXE, معرفة ب‎ 
k=1 


إذا وإذا فقط كان (E), CE‏ 


OB -1)ء» وعليه‎ 1,2,.., m) «Ej = xe E: -()م‎ e). إثبات: لدينا‎ 


156 لب النظرية العامة للقياس والمكاملة 


.18.4 ,ع إذا كان (58,ع)9 © حسب القضية‎ e 
فان (9۳)6,2> , 2,7(« (انظر‎ (E, CE عكسياء إذا كانت‎ 
المثال 04.4(« نستخلص فورا من خاصيتي الجمع والضرب بثابت أنّ‎ 
B.oe9x(E,X) 
الدوال البسيطة القابلة للقياس على‎ US ترميز: سوف نرمز لمجموعة‎ 
الدوال البسيطة الموجبة‎ US ب(8,م)5» كما نرمز لمجموعة‎ (E,E) 
.5* )٤,2( — القابلة للقياس‎ 


من السهل التحقق من S(E,E) C)‏ فضاء متجهات على الحقل R‏ 
ولدينا الاحتواء التالي: 


.5* (E,Z) c S(E, E) c 9X (E, E) 
3M نصل الآن إلى نتيجة هامة للغاية الخاصة بتقریب دالة عددية‎ 
وفق طبر لو جیا التقارب الس‎ ۳" x) في‎ if 2) عة‎ yasal 
لدينا:‎ 


مبرهنة 33.4 (لمبرهنة الأساسية للتقريب): ليكن (E,E)‏ فضاء Su‏ للقیاس 
و f c9 (E,E)‏ . توجد متتالية (:5)6,5 C‏ ویر {On}‏ بحيث 

>f (i‏ ,9 على ع. 

(Vx EE) .0,60|x]62 60|...«|]6, 60|s...«|f 0| ب(‎ 


من جهة أخرىء إذا كانت f‏ محدودة فان ,0 تؤول بانتظام إلى ۶ على LE‏ 


إثبات: نعتبر Yj‏ الحالة الموجبة f e 9 (E, E).‏ نضع من أجل کل 
neN"‏ و k‏ بحيث ”8.2 >6 >1 ما igh‏ 


fru reos). if 1<k<n2" 
f^ ([m*], if k2n2^«1. 
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ase e 27 b 9 و‎ 3 
نجزته للمجموعة‎ ob: الجملة‎ ts «Ep, EÈ cl من الواضح‎ 


. ب‎ ,:ES R نعرف‎ .€ 





n.2"+1 
6,00= Y, xy O0 
Kd ^ 


واضح (EE) G‏ 87 ریر(,۵)» كما يمكن التحقق بسهولة من G‏ 
المتتالية ریم (,8) متزايدة. 

تقارب المتتالية ریم [,0): لیکن ٤٤‏ و« بحیث 0+ > +f (Xo)‏ 

تضع 2*[(م×) ]= jazi Cus) «no‏ ب ]2[ للجزء الصحیح للعند 
الحقيقي (z‏ عندئذ وم >()۶ > 0. GY‏ من أجل US‏ وم < فان 


n.2” 
‘On (xo) E E AE, (xo) 





كما یوجد ckeN”‏ "2.> 165۸ء بحيث جل > (م)۶ AGES‏ إذن 








= (م») ,0 و 2 > - (م) 5 ۰0 
ومنه 
A‏ = 
.(Vnz ny) «0x f (xo) 6, (Xo) > 3;‏ 
وهذا يثبت lim 6, (xo) = f (x9) TÍ‏ . 
n-oo‏ 
لیکن الآن ۶6و و .(Vn21) «f(xj)» n Sue cf(x9)24o‏ 
لدينا في هذه الحالة -(م*),4» «(Vnz2)‏ وبالمرور إلى النهاية 
نجد 6+ lim 6, )0(- f(xo)-‏ - 
n—>+%0‏ 
إذن المتتالية بیم(,0) متقاربة ببساطة إلى f‏ على . 
نفرض أخيرًا f ol‏ محدودة. یوجد Mac‏ ثابت M>0‏ بحيث 
.(vxeE) >‏ لدينا Q3‏ من أجل كل عدد طبيعي 
M<n‏ ما يلي: 
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«(VxeE) «0x f G0 «n 
نستنتج فور أن‎ 





.2^ 
n» M) ۰0۷۷۰۵ 66,00 = یرک‎ Q0 
k-1 3 


نرى ممّا سبق Db‏ من أجل كل xeE‏ يوجد عدد طبيعي ck‏ 


”7.2 > بحیث عل > )ع > لجل وبالتالي 





-(Vn» M) «0< f(x)- 1 = f (x) 0, (x) <k 


وبأخذ الحد الأعلى على ع نجد 
جك > «(Vn > M) «|f - 6, = sup|f G0 - 6, G0|‏ 
xeE‏ 


وهذا يثبت أن المتتالية ,.,[م16 متقاربة بانتظام إلى f‏ على E‏ 
فيما یخص الحالة العامة للتوال القابلة للقیاس ذات إشارة اختيارية نذكر 
آن كل dh‏ عددية f‏ هي عبارة عن فرق dll‏ موجبتين: 
dou) ۶-۶۳-۶۳‏ 27.4( لذا توجد حسب ما سبق متتاليتان 
متزایدتان من التوال البسيطة القابلة للقیاس {Vn} {Pnn‏ في 
f^ Sus: S'(E,E)‏ 7 رم و 7 ow,‏ عندما 0 n2‏ 
باعتبار المتتالية y,‏ - ,م 6,2« (Vnz D)‏ نجد Ul‏ 

E *حق ,6 في‎ - f =F و‎ {On} 54 cS (EE) 
«gal لدینا من جهة‎ 
بحیث‎ {Fn}, CS (EE Avna) |= Pn +n 
وبهذا یکتمل الاثبات.9‎ n2 عندما‎ ۰۱۵,۱2 (f* +۶ ا#ا=(‎ 


نتطرق فیما يلي إلى مبرهنة إغوروف” (Egoroff)‏ في فضاء قياس منته 





(1931-1869) [Dimitri Egoroff] ديمتري إغوروف‎ (7 
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والتي مفادها أته بالإمكان جعل US‏ متتالية من الدوال القابلة للقياس» 
المتقاربة تقريبًا أينما كانت» متقاربة بانتظام على مجموعة جزئية AL‏ 
للقياس بحيث يكون قياس متمّمتها أصغر من US‏ عدد معطى 6<0. 
بعبارة آخری US‏ متتالية متقاربة م-تك هي تقریبا" متقاربة بانتظام. 

يبدو C]‏ فكرة هذه المبرهنة الشهيرة مستوحاة من المتتالية f(x) =x"‏ 
على ]0,1[ Q3 Cus‏ متقاربة dü-m‏ إلى الصفر وليست متقاربة 
بانتظام على ]0,2[« والإشكال كله هو في جوار اللقطة 1= ×. بالفعل» 
لو ابتعدنا 508 عن Ali‏ 2-1 فاتنا نحصل على التقارب بانتظام 
على ]0,1-8[ من أجل US‏ 820 مع الملاحظة Qi‏ من أجل US‏ 
عدد 0>€ يوجد 8<0 .m(]1-6,1])=d<e Cus)‏ 


diane‏ 34.4 [اغوروف # :[Egoroff‏ لیکن (E,Z,u)‏ فضاء قياس منتهيا ولتكن 
(f)...‏ و دوالا قابلة للقياس من ٤‏ نحو RY‏ بحيث f‏ رل d-u‏ 
due‏ من أجل US‏ 620( توجد مجموعة جزئية AL‏ للقیاس :2 ع ۰۸ 
>( 4( بحيث مجك f,‏ (بانتظام) على 4 . 


إثبات: ci js‏ من أجل m US‏ و0 في N”‏ المجموعات التالية: 
‘Am s(lMxet:|f (0) - feos 4}‏ 
k2n‏ 


حيث |.| المعيار الإقليدي في R"‏ : 
N‏ 
«yl? = y?‏ من أجل y = (Y1 Yz27 Yn) e R"‏ 
i=1‏ 
ينتج عن کون الدوال fef,‏ و || قابلة للقياس آن <> Ann‏ 


بوضع xe: f, (x) > f(x), n> o}‏ - ولا نری -H(N,)=0 d‏ 
من جهة أخرىء لدينا من أجل US‏ 8 وه في" الاحتواء التالي 
cA, CA‏ أي المتتالية ,. (AP)‏ متناقصة من أجل m21 US‏ 


m(n41) 


مثبّت. w(E) tj Ly‏ منته» Maie‏ م > زرئم)س نستنتج من الخاصيّة 
الثانية للتقارب in (Ain) = (D ci‏ لنثبت الآن الاحتواء 
no n>1‏ 


ملاح )= «B,‏ من أجل US‏ 7<1. بالتأكيدء لیکن ,8 ۰ 


n21 
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k,2n x neN' US أي من أجل‎ «neN' US cx e A,, Maie 
عندما‎ f(x) f(x) o وهذا يعني‎ df بحيث چ<|()۶-()‎ 


مه — ck‏ ومنه ملاع x‏ ۰ نستنتج Los‏ سبق )-o ol‏ متم suf‏ ومن ثم 


21 
فان fulan),‏ تژول إلى ۰0 عندما cn o‏ وبالتالي من أجل US‏ 
1< و 0< 6 یوجد 21 no‏ بحيث "6/2 > (As)‏ 


o cl إضافة‎ «Aex نحصل علی‎ A= (14, بوضع‎ d'ail 


m21 
-u(A‘)< DHA mn) << 
21 
نلاحظ أنّ من‎ A فیما يخص النقارب المنتظم على المجموعة الجزئية‎ 
n,,)kzn,, US$; meN' US أجل 0<ع معطی؛ ومن أجل‎ 
OY) xeA المعرف أعلاہ) فان > |()۶-()۰ مهما يكن‎ 
o3 .(meN' مهما يكن‎ «x EA, Gl يستلزم‎ ۸ 
ckZ مهما ريم‎ «sup|f, (x)= 1): | > م‎ 
18. ۸ على‎ fof وهذا یثبت آن‎ 
مبرهنة إغوروف ليست صحيحة في فضاء قياس غير‎ C) :35.4 ملاحظة‎ 
منته ان لم يضف إلى المتتالية ,ی,(,۶) شروطا أخرى سوف نعود إليها‎ 
(أنظر المبرهنة 58.6). سنعطي فیما يلي مثالا مضادًا لمبرهنة‎ Gay 
إغوروف في فضاء قياس غير منته.‎ 
مثال مضاد 36.4: نعتبر المعطيات التالية:‎ 
-(Vn2 1) ‘f= رم‎ E-R 
£»0 US نفرض آن من أجل‎ . f, 9 f 0 c من السهل التأكد من‎ 
من‎ «gal tim sup|f, (0)) =0 و‎ m(A‘)<é Cus Acel x» 
no xeA 
فان‎ nzn بحيث مهما يكن ۸ >× و‎ n <1 أجل 6-4 يوجد مؤشر‎ 
4 (x)-0 أن‎ (f(x) وهذا يعني (حسب تعريف‎ df) «à 
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مهما يكن .n2m5 xeA‏ نستنتج «Ac bo,n[ OD‏ أي 
[n «| c AS‏ ومن OB B‏ ع m(4°)<‏ كه +- m([n,, sd)‏ وهذا 
غير ممكن. إذن» fo‏ لا تتقارب بانتظام على -A‏ 


تجسيدا للمبدأ الثاني للتلوودة (Littlewood)‏ تبيّن مبرهنة لوسين* (Lusin)‏ 
التالية كيف أن US‏ دالة ALU‏ للقياس بمفهوم لوبیغ في R‏ هي "تقريبًا" 
دالة متصلة. بمعنى أنّه بإمكاننا جعل US‏ دالة ALY‏ للقياس متصلة إذا ما 
أقصينا بعض القيم التي تشكل مجموعة ذات قياس متناه في الصغر. 
لدينا 

مبرهنة 37.4 [لوسین # :[Lusin‏ لتكن ECR‏ مجموعة جزئية قابلة للقياس 
(لوبیغ) بحیث m(E)«o‏ ولتكن f:E>R‏ دالة قابلة للقياس (لوبيغ). 
عندئذ. من أجل JS‏ عدد £0 توجد مجموعة جزئية متراصة KCE‏ بحيث 
m(E\K)<E‏ ويكون الاقتصار ۲[ > ۸ : f‏ متصلا. 


N 
من‎ » £C; حيث‎ edo 6r. دالة بسيطة‎ f أن‎ Vy إثبات: نفرض‎ 
۳1 


أجل زاء و .(Vi=1,...,N) E, ={xeE: f(x)=c,}‏ توجد من 
أجل ¡=1,..,١ US‏ مجموعة جزئية متراصة ,٤ء Cun K‏ 
٠”), \K,)< +‏ وذلك حسب القضية 42.3- 


بوضع K-K,UK,u..UK,‏ نحصل على مجموعة جزئية متر اصة 


K‏ من © تحفق 


me w)-n(D)s ۱» ام‎ Ute 1K,)}s Som \K,)<eé 


-g= fk —g9:K>R الآن الدّالة‎ Cà x 


(1977-1885) [John Edensor Littlewood] جون إدنصر لتلوود‎ C 


(1950-1883) [Nikolai Nikolaievitch Lusin] لوسين‎ J9X» (* 
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لدینا «(VxeK;) «g(x)oc,‏ من أجل US‏ /#,...,1 -1» ومنه الڌوال 
Ix, :K, >R‏ مثصلة على المغلقات SK;‏ اذن» من أجل US‏ مغلقة 
(W) G ۷ eR‏ “وى (a, ) )W(=۸,‏ مغلقة في ck,‏ ویما K,‏ 
مغلقة في eK‏ عندئذ Kg (W)‏ مغلقة في ۸. نستنتج من هذا Cj‏ 


awl arw)‏ )وم( و 


مغلقة في ales (K‏ فان dli. g:K — R Ala‏ وبهذا تتحقق 

المبرهنة من أجل التوال البسيطة القابلة للقیاس. 

نفرض GY!‏ أن f‏ دالة ALU‏ للقیاس بمفهوم لوبيغ على «E‏ توجد إذن 

بمقتضی امبرهنة الاساسية للتقریب منتالية من التوال البسيطة القابلة 

للقیاس ری [,0) بحیث f‏ — ,0 في E‏ وحسب مبرهنة إغوروف فمن 

أجل US‏ 0< توجد مجموعة جزئية متراصة K, CE‏ بحيث 
m(E\K,)<$‏ و 0,—5f‏ على “Ky‏ 


نحصل a‏ سبق أنه US‏ عدد طبيعي 1 < توجد مجموعة جزئية 


Ala G:K,R و‎ m(E\K,) > zx بحيث‎ K,CE متراصة‎ 


Alas 
غير‎ E نحصل على مجموعة جزئية متراصة في‎ K-(]K, بوضع‎ 
نحصل في مثل هذه الحالة إن‎ WY) مهملة‎ E صارت‎ Yy خالية»‎ 

حدثت على 
»یی UK:‏ ۳۵-۳0۰۳6۵-۰۰ 
مهما يكن ce‏ ومنه (m(E)20‏ 
يحقق qb K‏ 
مكو <| mew) =m UK:‏ 


Ala 6, ج2:‎ R sill USs «(VneN) «KCK, Gl by أخيراء‎ 
فاتنا‎ «(Kp CK OY) K إضافة إلى أن مجك ,6 على‎ ۰ K على‎ 
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نحصل على دالة f‏ متصلة على #ء كنهاية منتظمة لمتتالية من الدوال 
المتصلة وذلك حسب مبرهنة شهيرة في التحليل الرياضي.8 


ملاحظة 38.4: في الواقع لا يمكن تحسين مبرهنة لوسين أكثر مما هي عليهء 
فعلى سبيل المثال» إذا كانت 12ج ۶:1 دالة قابلة للقياس فلا a»‏ 
على العموم مجموعة جزئية AeL‏ بحيث m(4*)-o‏ ويكون 
الاقتصار f,‏ متصلا. 


تعريف 39.4: ليكن لدينا slid (E,r)‏ طبولوجيًا و R‏ ج 6 :ثر دالة معطاة. 
نسمي إغلاقة المجموعة (xeE:f(x)s0]‏ في E‏ بحامل (support)‏ 
الدالة ‏ ونرمز لها ب «suppf‏ كما نرمز 3 C.(E)‏ لفضاء كل الدوال 
المتصلة (ذات قيم حقيقية أو مركبة) ذات حامل متراص (في (E‏ نزود C,(E)‏ 
بمعيار التقارب المنتظم .|( مه = Ml,‏ 


(لاحظ أن الحد الأعلى موجود لأته في الواقع يؤخذ على المجموعة 
المتراصة (suppf‏ 


هذه الآن صيغة عامّة لمبرهنة لوسين في فضاء قياس معرّف على 
فضاء طبولوجي انفصالي متراص محلیّا cE‏ بمعنى E Qj)‏ فضاء 
طبولوجي انفصالي Cus)‏ نقبل US‏ نقطة منه جوارًا متراصا. على 
سبیل المثال» R^‏ المزود بالطبولوجیا الاعتيادية هو مثال عن فضاء 
متراص محليّاء وعلی العموم US‏ مفتوحة أو Xia‏ من فضاء متراص 
Us‏ هي فضاء متراص Gaa‏ بالنسبة إلى الطبولوجیا المستخلصة. 
نشير أيضنا إلى آن US‏ فضاء مُعيّر ذي بُغد منته هو متراص محلیا. 


مبرهنة 40.4 [لوسین]: ليكن (E, T)‏ فضاءً طبولوجيًا انفصاليًا ومتراصا محليًا 
ولتكن 2 عشيرة على ع تحوي العشيرة البوريلية B, (E)‏ . نفرض أن 
u: E [0,4]‏ قياس موجب يحقق الشروط التالية: 
u(K)<o (i‏ من أجل US‏ مجموعة جزئية متراصة K‏ في «E‏ 
ب) مهما تكن AEX‏ فان 

ui(A)- inf {u(V),ACV, E مفتوحة في‎ V] 
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(c‏ مهما تكن AEE‏ بحيث «oo‏ (4)//ء أو A‏ مفتوحة فان 
K}‏ مجموعة جزئية متراصة في sup(u(K), ۸ CA, E‏ - (ه)مر. 
عندئذ» من أجل کل ax‏ 0 < ع وكل دالة قابلة للقياس € ج ]۶:۲ معدومة 
على مجموعة جزئية قابلة للقياس متمّمتها منتهية القیاس. توجد دالة 
gec, (E)‏ بحيث 
-u({xEE:f(x)#g(x)})<e‏ 
بالإضافة إلى ذلك. فان 
-sup|g(x)|x sup|f (x)|‏ 
xeE xeE‏ 


يمكن للقارئ أن ally‏ على بيان هذه المبرهنة في كتاب و. رودين 
(Walter Rudin)‏ ]40[ ص 56. 


مسألة محلولة 


لتكن f:IR— IR‏ دالة تحقق العلاقة الدالية 

(9) (Vx, y e R), f(x y)» f(x) f(y) 
.f(R)c R أو‎ f(R)- (-e] أو‎ f(R)- (4) oi ai (1 
JOR محدودة على فترة‎ f Cj يستلزم‎ f ع‎ 9, (R,C) أثبت أن‎ (2 
(Steinhaus) متناظرة بالنسبة إلى النقطة 0 (استعن بتوطئة شتينهاوز”‎ 
التالية:‎ 
مجموعة جزئية متراصة بحيث 0 < (/77)1. توجد‎ KCR توطئة 41.4: لتكن‎ 
في‎ y بحيث من أجل كل لع 2 توجد نقطتان × و‎ J= [-0, a[ عندئذ فترة‎ 
(.z=x-y تحققان‎ K 


.(VxeR), f(x)2 f(1).x ol استنتج‎ (3 





(1972-1887) [Hugo Steinhaus] شتينهاوز‎ 5599 C 
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1 نفرض وجود عدد حقيقي X,‏ یحقق 0+ c f(x, ) o‏ ينتج فورًا من 
المعطیات أن 

«(Vy eR), f(x, +y)= f(x;)* f(y) 2» 
أي‎ «(VzeR)«f(z)- 4 دير نحصل على‎ z- x, وبأخذ‎ 
(f(R)2 (7) (نحصل بنفس الاستدلال على‎ . f(R) = {+00} 


لله نذكر f ol‏ لا تقبل القيمتين +٠‏ و oo‏ في آن واحد و الا أصبحت (*) 
غير معيّنة !. 

إذا فرضنا أنه لا يوجد ER‏ بحيث |f(x,)}=00‏ عندئذ 

-f(R)c R. Ol وهذا يعني‎ (VxeR) «|f(x)| «o 

2( من السهل إثبات GF‏ لكل عدد نسبي r‏ ولكل عدد حقيقي x‏ لدينا 
c f(r) = r.f(x)‏ وذلك باستعمال العلاقة (*). 

نعرف» من أجل «n2 1 US‏ المجموعة 


A, - ]مره-]‎ ۰ | )(|> n] 


من الواضح أنّ cL‏ ری {A,}‏ و بدلا R‏ . يوجد إذن neN‏ 


ET 
محدودة على‎ f Qj بالإضافة إلى ذلك‎ 0 > m(A, ) «2n, بحيث‎ 
SAGA, 

توجد من أجل كل 0< مغلقة KCA‏ غير مهملة بحيث 

«m(AIK) > E‏ وذلك حسب القضية 42.3. وبما A CÍ‏ محدودة عندئذ 


K‏ مجموعة جزئية متراصة في 4. ينتج عن تراص K‏ وتوطنة 
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شتينهاور وجود فترة J-]-a,a[‏ بحيث» من dal‏ كل 21 يوجد 
x,y eK‏ بحيث «zo x-y‏ وبالتالي 

۰۶ |[(ع)‎ - ۶)» - (| - ۶ )( - f(y)| > 2n, 
فان‎ |nz«a یحققان‎ neN' و‎ zeR إذن» من أجل كل‎ 


,2 |(2) ام =|(2«) ۶| وهذا يؤدي إلى > |(۶)2|. 
3( نعلم أنه لكل عدد حقيقي x‏ و لكل 1م يوجد عدد نسبي ۲ 
بحيث >|م-»۰ وعليه فان 
f) ۶ (1) 7‏ 
-|f(x-r)«(-3)f(2) + eur‏ 
وهكذا فان )1( «(VxeR) «f(x)- xf‏ أي ila f‏ خطية علی JR‏ 
تدعى المعادلة الدالية (*) معادلة کوفی؟ الذالية. 


تمارين مقترحة 


1 ليكن 2 عددذا مرکبّا بحيث 1 -| 4| ۰ نعتبر على © الأسرة 
-A-(AcC:AA- A}‏ 

1( أثبت أن ۸ عشيرة على © . 

2( أوجد شرطا لازما وكافيا حتى تكون الذالة 

f:(C, A) > (C,9(C))‏ قابلة للقياس. 

Sta kei (3‏ عن دالة AUG (A,9 (C))‏ للقياس. 


a»0 ost 02‏ عددا مثبّتا . نعتبر على R‏ الأسرة 





(1857-1789) [Augustin Louis Cauchy] اوغستين لويس كوشي‎ (° 
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.E-(ACR:(Vx»0), xeAe x«aeA)] 
.Ex9(R) oly R عشيرة على‎ = gi آثبت‎ (1 
(<,<)-قابلة للقياس بحيث لا تكون دالته‎ f:R—R أوجد دالة تقابليّة‎ (2 
-قابلة للقياس.‎ (X, E) العكسية‎ 
دالة قابلة للاشتقاق. أثبت أن‎ f:(R,B(R))>(R,B(R)) ost 08 
دالة بوريلية.‎ (f (مشتقة‎ f 
رتيبة هي دالة‎ f:(R,B(R)) >(R,B(R)) أثبت أن کل دالة‎ OF 
دالة‎ f: (R,B(R))  (R, B(R)) قابلاً لقیلس.‎ guai (E,Z) ليكن‎ 65 
تنتمي إلى‎ g:E—R دالة‎ gb تقابليّة ورتيبة. برهن على‎ 
. وهر‎ 9, (R,B(R)) إذا وإذا فقط كان‎ Ma (R,B(R)) 


fi «KEL iam KCR os 06‏ و fp‏ عنصرين من 


Min(R, L) 
حتى لا تكون الدالة‎ fy و‎ fy أوجد شرطا كافيًا على‎ 
f:(R, £C) ج‎ (R,B(R)) 

3 f,(x), if xeK 
r=. if xK 


دالة ((®)8,£)-قابلة للقياس. 
os OF‏ ۰۸۶۸ نعرف الدالة R‏ ج #: f‏ كالآتي 


مع ير ار 


x 


e ,xe€A 


.yeR dS من أجل‎ f" ((y]) e£ oco 1 
دالة (£,£)-قابلة للقياس؟‎ f هل‎ (2 


8 لیکن (E, 2, u)‏ فضاء قياس GG‏ و 8 ج ع f:‏ دالة اختياريّة. 


1 إذا كانت A‏ مجموعة مهملة بيّن أن -fa EM(A, AN2)‏ 
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2 إذا فرضنا أن من أجل کل £20 توجد u(at)«s « AEX‏ وتوجد Aa‏ 
(91),58ء و f=g Se:‏ على ۰۸ أثبت أن (۰91)۴,2 .f‏ 
9 نعتبر على العشيرة البوريلية B(R)‏ القياس الموجب 
34 + 205 بر 
حيث ,8 قياس ديراك عند النقطة z‏ من .R‏ أعط الشروط اللازمة والكافية 
لدالتين عدديين f‏ و و على R‏ حتى تكونا //-تاك متساويتين. 
0 لیکن (E,Z, u)‏ فضاء قياس تامًا. 
1) إذا كانت f‏ و و دالتين عدديتين على بحيث dü-j4 › f=g‏ 
و .f e9t(E,E)‏ أثبت ol‏ (91),5ء و. 
2( لتكن (f)  cOK(E,E)‏ متتالية متقاربة م-تاك إلى ۰۸ أثبت أن 
-he M(E,2)‏ 
1 لیکن f cL (R,£)‏ بحيث agi .0<m({xeR:|f(x)|<})‏ 
وجود ACL‏ غير مهملة بحيث تكون f‏ محدودة على /. 
Gai. fe 91 )6,5( ost 72‏ +1 ج+ 2 : و كالآتي 

1/ f(x), if f(x)z0 

)£09 ۷( ]رو 

0, if f(x)-0 

أثبت oi‏ (2,ع)91 و. 


21 


.E-o,((x), xeE} مجموعة غير قابلة للعد و‎ E لتكن‎ IB 
تتطابق مع الأسرة:‎ < o edi (1 
. O2 (ACE, أو “م قابل للعد‎ A) 
۸6٤2 توجد‎ e قابلة للقياس‎ f:(E,Z) ج‎ (R,B(R)) آثبت أن‎ (2 
f= D(X + ae ع © بحيث‎ R ويوجد‎ all قابلة‎ 


A=({x,} os ۶‏ مجموعة جزئية قابلة للعد من فترة [a,b]‏ 
{a,}‏ بحيث Va, «oo‏ . نعرق الدالة [0,0] f:[a,b]>‏ ب 


21 


cR’ gs 


n>1 $ 
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f(x)= Xa, 


kel, 
دالة بوريلية.‎ f أثبت أن‎ ۰1, 2(keN: x, «x] e 
بحيث‎ E من‎ X أثبت أن مجموعة النقاط‎ .),( ,., -96)6,2( osa 6 
متتالية كوشية هي مجموعة قابلة للقیاس.‎ [f )*([ ,, تكون‎ 
ج ل:9,/ دالتين معطيتين. أثبت‎ R لع © و‎ «R فترة من‎ / os 6 
التكافؤين التاليين:‎ 
قياس لوبيغ) إذا وإذا‎ m) -تأك‎ f=g و‎ J و و متصلتان على‎ f (1 


فقط و < ۶ على J‏ 
2( 9-ثرء ,5-تأك )8 قياس ديراك عند النقطة (a‏ إذا وإذا فقط 
-f(a)- a(a)‏ 


osa 7‏ (<,ع)90 fe‏ . أثبت أن الدالة +1 ج ۶ : پر المعرّفة ب 


p, if p»f(x) 
foa(*)=) f(x), f ps f(x)sa 
q, ifq«f(x) 
(p<q ثابتان حقيقيان بحيث‎ q و‎ p) . ,م91‎ (E,E) عنصر من‎ 
O دالة قابلة للقياس. أثبت‎ ۶: (R,B(R)) + (R,B(R)) os 8 
المجموعة‎ 
G(f)={(x,y)eR? y - f(x)] 
-B(R?) عنصر من‎ 
. و6‎ )2( ±0, Vx >٤ 12ج 2 : و6, 6,6 دوال بسيطة بحيث‎ ost 19 
أثبت أن الدوال الآتية بسيطة:‎ 
(n21) ۰6,۳ و‎ 1/0, «6,6; ۰0+ 
ECR أثبت الصيغة العكسية لمبرهنة لوسين 37.4 أي إذا كانت‎ 20 
«m(E) «oo. مجموعة جزئية قابلة للقياس (بمفهوم لوبیخ) بحيث‎ 
ع توجد مجموعة جزئية متراصة‎ < 0 US و 18 ج ع :ثر دالة بحيث من أجل‎ 
قابلة‎ f متصلا فان‎ fik بحيث يكون الاقتصار‎ m(EMO) > ۶ «KCE 
للقياس.‎ 


aa!‏ الخامس 


تكامل ريمان 


can‏ الخامس 
تكامل ريمان 


1- تکامل ريمان - ستلجس 


قبل التطرق إلى تعريف تكامل ريمان* نستهل بتعريف تکامل -oW‏ 
ستلجس* (Riemann-Stieljes)‏ ومن ثم نستخلص تعريف تكامل ريمان 
Cus‏ نبيّن Cj‏ هذا الأخير ما هو الا حالة خاصة من تكامل ريمان- 
ستلجس الذي له تطبيقات عديدة نذكر منها استعماله بكثرة في التحليل 
الدالي ونظريّة الاحتمالات والاحصاء. نشير إلى أنه ليس من هدفنا 
دراسة أي من التكاملين فلا نتمادى في إثبات US‏ المبرهنات حتى لا 
يمل القارئ من نتائج يعرفها سلقاء ولذا ننصح US‏ من لديه فكرة عن 
تكاملي ريمان ستلجس و ريمان أن يذهب مباشرة إلى الفصل القادم. 


تعريف 01.5: لتكن J—[a,b]‏ فترة محدودة من R‏ و 1-1 : دالة 
متزايدة ولتكن  Ala f:;J— R‏ محدودة. نعرّف من أجل کل تقسيم 
gsm  P-ía-tg«t;«..«t,-b]) (subdivision)‏ داربو 
(Darboux)‏ الأدنى (الاعلی» على الترتیب) كالآتي: 
«s(f,a,P)- 2 (a(t) &(ti-1))inf (f CO)‏ 
i= EJ;‏ 


«S(f,a,P)- X(o(t)- a(t.1)w(f(0) )‏ على الترتيب) 





(1866-1826) [Georg Friedrich Riemann] جورج فريدريك ريمان‎ (' 
(1895-1856) [Thomas Joannes Stieltjes] توماس ستلجس‎ ( 
(1917-1842) [Jean Gaston Darboux] غاستون داربو‎ ol ( 
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«o7 5 f(s)(a(t)- o (t) 332 نسمی‎ J; = [tj 1,t;] حيث‎ 


Pg بالتسبة ل به‎ f بمجموع ریمان - ستلجس ل‎ (X; € Jj) 


نلاحظ OF‏ مجموع ریمان-ستلجس Y‏ يرتبط بالتقسيم P‏ وبالدالة a‏ 


فحسب بل كذلك بالنقاط المختارة ,×. تجدر كذلك الإشارة إلى aah‏ لا 


يوجد أيّ مانع من اعتبار مجموع ريمان -ستلجس لدوال غير المتصلة عند 
نقطة من الفترة ل بينما محدوديّة هذه التوال هي ضروريّة لصحة هذا 
التعريف. 


ترميز: نرمز لأسرة US‏ تقسيمات الفترة J=[a,b]‏ ب AP,‏ 
بإمكاننا إثبات بسهولة المبرهنة التالية: 

مبرهنة 02.5: لدينا حسب معطيات التعريف السابق: 

‘Psa أجل كل‎ cecs(f,a,P)<S(f,a,P) (i 


. sup s(f,a,P) < ai S(f,a,P) ب)‎ 
PEP, PeP, 


مثال 03.5: نعتبر الدالة f(x) x^‏ على الفترة ]0,1[ و -a(x)ox‏ 
eas‏ الفترة ]0,1[ كما يلي 
P={0=x9<2<2..<L<..x,=1}‏ 
لدينا من التعريف السابق ما يلي 
A]‏ 4 نج s(f,a@,P)=. z(-: E1) inf { x? ixe[‏ 


A ۳ (i-1)? _ n(n-1)(2n-1) 








i=1 om 6n? 
3 
۳ )4 - 1- 2 i-1 i 
str) دم(‎ 


i2 EE n(n+1)(2n+1) 


الفصل الخامس: تكامل ریمان —— — — — — — | 175 


- lim s(f,a,P)- lim S(f,a,P)=4 لدينا فورًا‎ 
n> no 


تعريف 04.5: نقول عن دالة f.‏ إنها قابلة للمكاملة بمفهوم ريمان - ستلجس 
بالنسبة للدالة © إذا وأجد من أجل كل عدد موجب ع تقسيم P‏ للفترة J‏ بحيث 
-S(f,a,P)—-s(f,a,P)<eé‏ 


تسمح المبرهنة التالية بتعريف تكامل ريمان- ستلجس Y Cus‏ يتطلب 
إقاتها سورع اتنتعمال بعك العلاقات allg‏ اجهاک Abg‏ 


مبرهنة 05.5: لتكن ála f‏ قابلة للمكاملة بمفهوم ريمان - ستلجس بالنسبة لدالة 
a‏ على J‏ يوجد عندئذ عدد حقيقي وحيد E‏ يحقق 
-E= sups(f,a,P)- inf S(f,a,P)‏ 
Pe, Pe,‏ 
يدعى العدد ي تكامل ریمان - ستلجس ل f‏ بالنسبة ل a.‏ على J‏ نكتبه 
b b‏ 
كالآتي: f[f(x)da(x)‏ اختصارا [fda‏ . 
نحصل بالخصوص من أجل التقسيم البديهي P - (a,b)‏ على الحصر 
التالي: 
«m[a(b)-a(a)]« f faa > M[a(b)- o(a)]‏ 


ua 


-M=sup{f(x):xe[a,b]} و‎ m=inf{f(x):xe[a,b]} 


يكفي في كثير من الأحيان استعمال مجموعي «اربو الأدنى والأعلى 
لإثبات خصائص تكامل ریمان -ستلجس الا أنه يستحسن أحيائًا استعمال 
مجموع ریمان ستلجس خاصة عندما يتعلق الأمر بعملیّات نقطيّة Wal‏ أو 
أثناء تعميم مفهوم التكامل إلى الدوال المركبة. إضافة إلى ذلك فإ 
مجموع ريمان-ستلتجس يساعد على dal‏ مجموع بعض السلاسل 
العددية. 
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ترميز: سوف نرمز ي RS(a,J)‏ لمجموعة US‏ الدوال القابلة 
للمكاملة بمفهوم ریمان -ستلجس على الفترة J=[a,b]‏ بالنسبة ل ب. 


ملاحظة 06.5: إذا كانت feRS(a,J)‏ فان «feRS(a,J)‏ من 
أجل US‏ فترة جزئية مغلقة "1 من 1. 
مبرهنة 07.5: لتكن f,geRS(a,J)‏ « عندئذ 
fda > ] gda (1‏ ] « عندما ‘f<g‏ 
'Iflda s|fleRS(a,J) (2‏ > 
3( الدوال inf(f,g) «fa‏ و sup(f,g)‏ عناصر من (لرنه) 725. 





مساعدة: استعن بالمتطابقات التالية: 
min( fog] -3(f a-|f - gl) *‏ (يُرمز Leal‏ لهذه الدالة ب (fag‏ 
g]) *‏ - ۴| + و+ 4)۴ = max(f,g]‏ (يُرمز أيضا لهذه الدالة ب (fyg‏ 


dao dU gy -(r- oy] »‏ مع إثبات U‏ مربّع عنصر من 
RS(a,J)‏ هو AS‏ عنصر من JRS(a,J)‏ 


هذه Qa "i‏ الخواص التي نت تتمتع بها الدوال القابلة للمكاملة بمفهوم 
ريمان - ستلجس و اثباتاتها لا ب الجهد الكبير. 


مبرهنة 08.5: نفرض أن a(x)‏ غير ثابتة على Ja b|‏ إذا كانت 
fe RS(a,J)‏ فان الدالة f‏ متصلة عند نقطة xo‏ من .]a,b[‏ 


مبرهنة 09.5: لتكن fe'RS(a,J)‏ و و دالة محدودة ورتيبة على 
«J = [a,b]‏ عندئذ یوجد cel‏ بحيث 


3 [f f(x)a(x)da = g(a) [ f(x)da-- (ط )و‎ f f(x)da 


مبرهنة 10.5: نفرض أن © و 2 دالتان متزايدتان على Ma (J‏ 
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RS(B,J)‏ > » إذا وإذا فقط «BE RS(a,J)‏ ولدينا في هذه الحالة 
adp =a (b) B(b)-a(a) B(a)- Baa‏ . 


مبرهنة 11.5: لتكن (ل,») ۸5 > | (fo)‏ متتالية محدودة بانتظام على J‏ 
وتتقارب ببساطة إلى دالة f e RS(a,J)‏ عندئذ 


2 b 
. im. بر‎ - [faa 


نود تنبيه القارئ ail‏ بإمكاننا الحصول على خواص هامة أخرى من 
التالية: 


مبرهنة 12.5: QS‏ — 12 ج-/ل: دالة متزايدة و (لرنه) ك7 {fh}‏ 
متتالية متقاربة بانتظام إلى «fe RS(a,J) Wa‏ عندئذ 
lii da= | fd‏ . 
Im Sta D‏ 


يمكننا تعميم تكامل ریمان -ستلجس من دوال متزايدة © إلى دوال 'ذات 
تغيرات محدودة" © على /. من المفيد التذكير به هنا هو إمكانيّة كتابة 
Alla US‏ ذات تغييرات محدودة كفرق لدالتين متزايدتين» وهذا ما سنراه 
لاحقا في الفصل التاسع. 


سوف نرى في المبرهنة المقبلة آن Alla US‏ متصلة على J‏ هي قابلة 
للمكاملة بمفهوم ريمان - ستلجس. 


مبرهنة 13.5: لتكن © دالة متزايدة على «Maie J‏ من أجل کل دالة متصلة 
f‏ على ل فان .feRS(a,J)‏ 


إثبات: نفرض Cj‏ الدالة © غير ثابتة. بما Oi‏ د مغلقة , Ala f‏ 
فهي إذن مثصلة بانتظام على هذه الفترة. ليكن ء عددا موجبًا تمامّا» 
يوجد عدد موجب 6 بحيث أن لكل x‏ و رفي ل يحققان Ix-y|«ó‏ 
لدینا > |(ير) f‏ -() ۶|. 
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ليكن م تقسيما ل J‏ بحيث 6> ,۶-۶ عندئذ تدرك f‏ حذیها 

الأعلى والأدنى في US‏ فترة [tt]‏ عند نقطة & و on,‏ على 

pl‏ قیب: 

ينتج عن کون 6 >ارره- ي| آن ۶ > (:)۶ If(&)-‏ € ومنه 
s()-s()- È (#(6)-#(m)) (a) (5)‏ 


«e$ (a(t))—a(t-2))=#(a(b)-a(2)) 
يكفي أخذ‎ e(a(b)-a(a)) من‎ Ys e (للحصول على‎ 
من البداية). وهكذا فان ۶ قابلة للمكاملة بمفهوم‎ 23 205 
E.J ريمان - ستلجس على‎ 
نلخص فيما يلي أهمّ الخواص العامة التي یتمثع بها تكامل ریمان-‎ 
ستلجسء لدينا‎ 


مبرهنة 14.5: أ) إذا كان f,‏ و fy‏ عنصرين من RS(a,J)‏ فان 
fae RS(a,J)‏ + رگ ولدينا 
P+ fda = (fida f fda‏ 


«f eRS(a,J) (ثابت) فان‎ ceR و‎ f eRS(a,J) كانت‎ iy ب)‎ 
ولدينا‎ 


['(d)da- c fda 


(c‏ إذا كانت fe'RS(a,J)‏ و ac£«b‏ فان f‏ قابلة للمكاملة بمفهوم 
ريمان - ستلجس بالنسبة ل ه على [a,£]‏ و [éb]‏ ولدينا 


b b 
. È fda = [ fda+ fda 
دالتين متزايدتين و جه + يه = فان‎ a, و‎ ag كانت‎ NY د)‎ 


. ] fda = f fda, + f fdaz 
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ملاحظة 15.5: إذا كانت fe RS(a,J)‏ فان 


-fefda--['fde و‎ f fda=0 
cll a(x)=x Xil هذه النتائج في الحالة‎ US سوف نتطرق‎ 
تناولنا لتکامل ریمان. بأخذ ×=(×)» في تکامل ریمان -ستلجس المعرّف‎ 
da(x) يُعوّض‎ Gus ou) أعلاه نحصل على ما يُعرف بتکامل‎ 
«dx بالعنصر التفاضلي المألوف‎ 


2 تکامل ریمان 
تعریف 16.5: إذا كانت × = (×)» فنسمّی Mia‏ تکامل ریمان - ستلجس 
بتکامل ریمان» ونکتبه كالاتي: 

b b b 

. Rf Ass [fdx « [f(x)dx 

a a a 
الدوال القابلة للمكاملة بمفهوم‎ US لمجموعة‎ R(J) سوف نرمز ب‎ 
لنحصل على فضاء متجهات جزئي من‎ J- [a,b] ریمان على الفترة‎ 


فضاء متجهات US‏ الدوال على د. نقول عن دالة f:J9 R‏ اتها (ر)- 
قابلة للمكاملة إذا كان fe R(J)‏ ( "ر" نسبة إلى (olay‏ 


يأخذ مجموعي داربو الأدنى (الأعلى» على الترتيب) الصيغة التالية: 
«s(f,P)- PAC cte) inf (f CO)‏ 
«s(f,P)= X (78 )supir(0))‏ على الترتيب) e‏ 
حيث |[ رار J, 2 [t‏ 
إذا فرضا آن الدالة f‏ موجبة فان المقدار f (t)‏ لهال (t,-‏ 


(علی الترتيب» f(t)‏ مس ( ی = Shy ((t;‏ مساحة المستطیل الجزئي 


180 د لب( نظرية العامة للقياس والمكاملة 


]x fe inf f(t) |‏ رة] 


tel; 
(D) (علی الترتیب»‎ 

tel; 
نحصل علی حصر لمساحة الحيز‎ A jal وبتجمیع هذه المساحات‎ 
-t=b5t=a محور الفواصل والمستقيمين‎ of الواقع ما بين منحنى‎ 
إذن» الفرق ما بين تكامل ريمان وتكامل ریمان-ستلجس هو أنّ في هذا‎ 
a متعلق بالدالة‎ o(t))-a(t; ,) الأخير "عرض" المستطيل الجزئي‎ 
عوض طول هذه الفترة كما هو الحال في تكامل‎ J, على الفترة الجزئية‎ 
ريمان. بعبارة آخری» يعتمد تكامل ريمان - ستلجس على "العرض المُرجّح"‎ 
عوض "العرض" الاعتيادي.‎ 


بما Gi‏ تكامل Di M‏ کا خاستة a‏ تحمل ريمان - ستلجس فان JS‏ 
نتائج تكامل ريمان - ستلجس تبقى سارية المفعول على تكامل ريمان. 


أمثلة 17.5: 
1- كل دالة ALU‏ للمكاملة بمفهوم ریمان-ستلجس من أجل US‏ دالة 
متزايدة © هي قابلة للمكاملة بمفهوم ريمان Alla a(x)=x OY‏ 


متزايدة. 
US -2‏ دالة مثصلة على [a,b]‏ هي دالة قابلة للمكاملة بمفهوم 
ریمان. 


3- دالة حیرکلیه y= zoo]‏ المذكورة في التمهید ليست AME‏ 
للمكاملة بمفهوم ریمان على ]0,1[ oY‏ 
inf {y(t):te[t.2,t)]}=0‏ و1- sup(v(t):te[ti.,t;]]‏ 
من أجل US‏ تقسيم م ل [0,1]. 
قبل التطرق إلى الخواص العامة لتكامل ريمان والدوال القابلة للمكاملة 


بمفهوم ريمان سوف نقدم هذه النتيجة الهامة التي تبيّن مدى ارتباط 
تكامل ريمان بتكامل ريمان - ستلجس: 
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مبرهنة 18.5: لتكن (/) ۸> f‏ و © دالة متزايدة» متصلة على J‏ وقابلة 
للاشتقاق على ]10,5[ . إذا كانت © محدودة على ]0,5[ وقابلة للتمديد إلى 
دالة قابلة للمكاملة بمفهوم ريمان فان 


. f fda= f f(x)a'(x)dxs fa'eR(J) «fe RS(a,J) 


ملاحظة 19.5: ان صيغة المكاملة بالتجزئة التالية والمألوفة في الحساب 
التكاملي هي نتيجة مباشرة لهذه المبرهنة وما قبلها 


. adp = a(b)B(b)-a(a)B(a)- ( pda 
FER(J) دالة رتيبة فان‎ f:J— 18 مبرهنة 20.5: إذا كانت‎ 


ثعطي المبرهنة المقبلة لصاحبها لوبيغ تمییزا عمليّاء سهلا وصریحا عن 
الدوال القابلة للمكاملة بمفهوم ريمان Cus‏ تختصر العديد من الخواص» 
فهي على سبيل المثال تثبت استقرار R(J)‏ بالتسبة لضرب الدوال» 


مبرهنة 21.5 [لوبیغ] : تكون دالة محدودة f:J— R‏ عنصرًا من RJ)‏ إذا 
وإذا فقط كانت مجموعة نقاط تقطعها مهملة. 

سنعود c‏ هذه المبرهنة عند تطرقنا لتكامل لوبيغ ومقارنته بتكامل 
ريمان في الفصل السادس. 

تبيّن المبرهنة التالية أته إذا كانت f‏ دالة (ر)- قابلة للمكاملة و و دالة 
متساوية مع ۶ الا من أجل عدد منته من النقاط فإنَ و تكون (ر)- قابلة 
للمكاملة ويتساوى تکامل و مع تكامل .f‏ 

Aj: [إرت,...,ررةرري!. إذا كانت و‎ CJ و‎ f eR(J) مبرهنة 22.5: لتكن‎ 
فان‎ (Yx e JM £5.) «f(x)- (x) بحيث‎ 
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۰۳۶۵-900۵ و‎ geR(J) 


قضية 23.5: لتكن fe R(J)‏ دالة موجبةء عندئذ 
P f(x)axz0‏ . 

مبرهنة 24.5: إذا كانت R‏ ل :۶ دالة متصلة وموجبة فان 0 = ۶)۷(۵ É‏ 
يستلزم أن f=0‏ على ل. 
مبرهنة 25.5: لتكن (72)1- f,}‏ متتالية متقاربة بانتظام إلى f‏ على 
ل» عندئذ cf e R(J)‏ بالإضافة إلى ذلك لدينا 

. lim ef, (x)dx- PP f(x)dx 
هذا الأخير‎ OF خواص تكامل ريمان الا‎ aal هذه المبرهنة إحدى‎ Jidd 


يبقى عاجزا على الثعامل مع المتتاليات التي لا تتقارب بانتظام على 1. 
المثال الآتي يوضّح la‏ هذا الإخفاق: 


مثال 26.5: نعتبر المتتالية "× 2 «(Vnz 1) «f, (x)‏ على .J=[0,1]‏ 
من الستهل التأكد من أن 


2 0, x e[0,1[ 
۱ ca 5 
no Ulf. (x) f(x) f oe 
وبما آن التقارب غير منتظم فاتنا لا نستطيع أن نجزم بمقتضى النتيجة‎ 
على الرغم من صحّة هذه‎ dim Df,(x)ix-0 على أن‎ ARI 
n+ 
النتيجة الأخيرة.‎ 
مبرهنة 27.5 (المبرهنة الأولى للقيمة الوسطى): لتكن  جل: ۴ دالة متصلة‎ 


و ge R(J)‏ دالة ذات إشارة ثابتة على J‏ یوجد عندئذ عدد eJ‏ بحيث 


. ] ۶ )(9)( ۵۷ = ۶ (ع)‎ g(x)ax 
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لازمة 28.5: إذا كانت g=1‏ 4338 یوجد عدد Ee[a,b]‏ بحيث 


. Ñ f(x)dx=(b-a) f(é) 


مبرهنة 29.5 (المبرهنة الثانية للقيمة الوسطی) : ليكن f‏ و و عنصرين من 
R(J)‏ بحيث f Cj‏ موجبة ومتناقصة على 1. يوجد عندئذ عدد £6J‏ بحيث 


۲ f f(x)g(x) ax = f(a*) Fa(x)ax 


نذكر فيما يلي بالمبرهنة الأساسيّة للحساب المعروفة لدى عموم القرّاء 
وهي كثيرة الاستعمال في أوساط المهندسين. 


مبرهنة 30.5: لتكن f‏ دالة متصلة على AL, J‏ للاشتقاق على .ja,b[‏ إذا 
كانت f'‏ محدودة على ]ط,0[ وقابلة للتمديد إلى دالة قابلة للمكاملة بمفهوم 
olay‏ إلى J‏ فان 


. È f'(x)dx= f(b)- f(a) 


مبرهنة 31.5 (تبديل المتغيّر) : لتكن f‏ دالة متصلة على J‏ 
و لج [هر,ء]-'لني geC'(J,J)‏ بحيث «p(c)=as o(d)-b‏ 


. f f(x)ax= f f(o(v))e'(v)ay s (f«e)e'e RU’) 


مبرهنة 32.5: لتكن f e R(J)‏ و f(t)dt‏ ی ((xeJ) «F(x)-‏ عندئذ 
F (i‏ دالة متصلة على ل. 
ب) إذا كانت f‏ متصلة عند نقطة xy cJ‏ فان F‏ قابلة للاشتقاق عند ‘Xo‏ 
ولدينا 

.F'(xo)= f (xo) 


لازمة 33.5: تقبل كل دالة متصلة f‏ على J‏ دالة أصليّة» أي توجد دالة 
قابلة للاشتقاق F‏ على J‏ بحيث f‏ ='۴. 
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3- تكامل ریمان العتل 


لقد سبق لنا أن عرفنا تكامل ريمان وتكامل ريمان - ستلجس من أجل دوال 
محدودة على فترات محدودة. وسوف نعمّم خلال هذا المقطع مفهوم 
التکامل إلى دوال غير محدودة على فترات ليست بالضرورة محدودة. 
الفترات غير المحدودة المعنية بالذكر هي من الشكل ]م+,ه[» 
]ار[ وحثی مدرم[ وفيما يخص الدوال غير المحدودة فاثنا 
سوف نركز بالدرجة الأولى على النقاط التي تكون من أجلها الدوال 
غير محدودة في US‏ جوار ضيّق لهذه النقاط. 

cai‏ باختصار التکامل المعتل (improper integral)‏ (أو تکامل كوشي- 
ریمان) لدالة غير محدودة على فترة غير محدودة كنهاية لتكامل دالة 
محدودة على فترة محدودة. 


تعريف 34.5: لتكن JCR‏ فترة اختيارية غير خالية. نضع 
ل a < ١]‏ و eR) «B -supJ‏ 6ريه). 


نقول عن Alia‏ © ج f :J‏ إتها (ر)-قابلة للمكاملة على ل إذا كانت (ر)-قابلة 
للمكاملة على YS‏ فترة مغلقة ومحدودة CJ‏ و1. اضافة إلى کون النهاية 


b 
R موجودة في‎ (lim [f(x)dx 
۾ تمجه‎ 
bp 
- 93 6 Li ۰ 
على‎ f ل‎ Dial ونسمیها تکامل ریمان‎ ۰ f f(x)dx نرمز لهذه النهاية ب‎ 
.J الفترة‎ 
Ja,b] غير محدودة على‎ Ala f ملاحظة 35.5: في حالة ما إذا كانت‎ 
موجب م صغير‎ Me US من أجل‎ [a,b] ولكنها محدودة على‎ 
> fb EPA : 1 
‘lim فاتنا نرمز للتهاية »,با‎ fe R([a+e,b]) بالقدر الكافي و‎ 


إن «c9‏ ب »هزم . 


كما نعرف بنفس الكيفيّة التكامل c [P fdx = lim (^ fds‏ إذا كانت f‏ 
£230 
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دالة غير محدودة على [a,b[‏ ولكنها محدودة على «[a,b-2]‏ من 
أجل US‏ عدد موجب م صغير بالقدر الكافي و feR([ab-2)‏ 
(مع فرضيّة وجود النهاية). 
قد نصادف Ghai‏ دوالا f‏ لا تقبل نهاية منتهية عند نقطة «ce]a,b[‏ 
فيكفي تجزئة التكامل على ]a,b[‏ كما يلي 

BP fax =f fax + [f fax 


ثم نحسب التكاملين المعتلين »۶0 و »هم بالطريقة المذكورة 
أعلاه. 


مسألة محلولة 


نعرّف من أجل کل 0 <7 المتتالية [d sin" xdx‏ < م0 . 
1 أوجد علاقة تربط Gy‏ ب وه من أجل كل .n22‏ 
2( استنتج قيمة ,ره حسب زوجية وفردية العدد الطبيعي ١‏ . 


4k (1)4 
.z- lim eee) 


الحل: 


1( بالمكاملة بالتجزئة نجد 
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cosx)'dx =(n-1) sin" x(cos? x)dx‏ -) مر [sin‏ = ونه 
=(n-1) f sin"? x(1- sin? x)dx‏ 
(n-1)(25-2 = an)‏ = 
ومنه 2 «na, -(n-1)a,‏ من أجل كل 022 
2( نستنتج من السؤال السابق Cl‏ 


يوه (1 - (2k‏ = برونه»/2 
موه (2/6-3) = وريه (2 (2k-‏ 


222 =a =F 
1.3.5...(2k — 1) 
(Vk21 ات‎ 1 
رم‎ ct 246.(2k) ? ^ 


ونحصل بنفس الكيفية على 
2.4.6...(2k)‏ 


(Vk>1) ۰ p ER). 
(Vk21) ۰ ai; 1.3.5...) 26+ 1( 


3( نعلم CJ‏ 1 > »واه > ۰0 )] (vxe[o,4‏ وبالتالي 
(vx € [o,2]) «sin** x > sin?**! x > sin? x‏ : 
وبالعودة إلى تعريف ay‏ نرى D‏ 
.(Vk>0) ۰0 > @2«,2 € 024,1 S zk‏ 
إذن المتتالية (a,‏ متناقصة ومحدودة من الأسفل بالصفر» 
وبالتالي فهي متقاربة. لدينا من Age‏ أخرى» 


216+ 1 
, 222 +1 926+ <1 
0:2 2k*2 ۰ ۳ 
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ومنه 1 - قشاق lim‏ . 








k—9 Ap, 
و رك بعبارتيهما المحصل عليهما في 1( نجد‎ Goya بتعويض‎ 
2 
2.4.6...(2k 
الح و‎ VM 


2 kow[135..(2k-1)] (2k+1) 


4k 7 4 
E a us 
KG) 


ee e 


تمارين مقترحة 


نفرض فيما يلي أن [a,b]‏ - ل. 


asi OF‏ أن f e RS(f,J)‏ من أجل الدالة 


-1, x e[0,1) 
.J- [0,2 - 
[0,2] و‎ F(x) Fars 
بحيث تكون دالة ديريكلي عنصرًا من‎ J كل الدوال المتزايدة © على‎ oe 2 
ARS(a,1) 
Gi متزايدة على / أثبت‎ Alla » دالة محدودة و‎ f لتكن‎ OF 
غير قابلة‎ f و ى فان‎ f ل‎ gela, b| إذا وجدت نقطة تقطع عن يمين‎ (i 
-Q بالتسبة ل‎ J للمكاملة بمفهوم ريمان - ستلجس على‎ 
غير‎ f و » فان‎ f ل‎ é'e]a,b] ب) إذا وجدت نقطة تقطع عن يسار‎ 
a قابلة للمكاملة بمفهوم ريمان - ستلجس على ل بالتسبة ل‎ 
من‎ ۰۱۶۳ e RS(a,J) oi يستلزم‎ f eRS(a,J) برهن على أن‎ 04 
أجل كل عدد حقيقي موجب م.‎ 
ua gst 5 
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ع >2 > 0 ,0 
LOS c<x<b‏ 
ميّز US‏ الدوال القابلة للمكاملة على J‏ بمفهوم ريمان - ستلجس بالتسبة ل ». 
6 لتكن a‏ و B‏ دالتين متزايدتين على ل بحيث «a(x)7 B(x)‏ 
«(Vxe(a,b))‏ و (VfeC(J)) ۰ f faa -  faB‏ 
أثبت أن 
a(a)- B(a)‏ و -a(b)- B(b)‏ 
fe R(J) o ati OF‏ يستلزم 
f]‏ < و C[a b];‏ و: »۵ () وی f (x)dx=ing{‏ : 
مساعمة: بيّن i‏ توجد من أجل US‏ تقسیم P‏ ل Ala J‏ خطيّة h‏ متصلة 
بتقطع على f >  ققحت J‏ بحيث یکون المقدار 
Is(f,P)- 00۷‏ 
صغیرا بقدر کاف. 
a oS 8‏ و 2 دالتين متزایدتین على J‏ بحيث 
a(a)= f(a)‏ و 9-0 ] ۰ (vfeC(J))‏ 
«a(b)- B(b) à adi (i‏ 
ب) es‏ آن a(x) = B(x)‏ عند Us‏ نقطة اتصال لكلتا الدالتين :© و /. 
.f e R(J) os: 9‏ 
f <0 dad (1‏ على 1 يستلزم PF(x)dx>0 di‏ 
2( استنتج أنه إذا كان 0< f‏ على J‏ و 0 PP f(x)dx-‏ فان المجموعة 
D={xeJ:f(x)=0}‏ كثيفة في ل. 
fe R(J) o adi 0‏ إذا ولذا فقط ff e R(J)‏ (الجزء الموجب 
والسالب ل .)۰ وفي هذه الحالة فان [Fle R(J)‏ 
7 أوجد دالة تحقق |f|e R(J)‏ بينما fe R(J)‏ 
f,geR(J) ost 2‏ . بدراسة إشارة الدالة p:ROR‏ المعرّفة ب 


‘p(t)= PG) + tg(x)). dx 
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أثبت المتباينة التالية 
2 
f faax) >) 2۵|) 9x)‏ (. 
(تدعى متباينة كوشي - شوارز) 
3 باستعمال تعريف تكامل ریمان احسب النهاية التالية: 
lim un‏ حل حيث .up=(n+1)(n+2)...(n+n)‏ 
مجر 
4 أدرس وجود التكاملين التاليين: 
x" - 1‏ 
i‏ 
X: dx (‏ 


عدد مثبّت. 





+00 
a>o Spit | اكيت‎ (e «(meR) «A= f 
a 


تكامل لوبيغ 


cat‏ السادس 
J- 55‏ لوبيغ 


1- مكاملة الدّوال الموجبة بمفهوم لوبيغ' (Lebesgue)‏ 


WL‏ في الفصل السابق كيف gi‏ تعريف تكامل ریمان على مجموعة 
ضيّقة جدا من الدوال المحدودة على فترات محدودة» بينما التكامل 
المعتل هو تعميم طبيعي لتكامل owy‏ من أجل دوال غير محدودة على 
فترات ليست بالضرورة محدودة. سوف نعمّم فيما يلي مفهوم التكامل 
لصنف أكبر بكثير من الدوال المتصلة تقريبًا أينما كانت Gus‏ يحتفظ 


بكل الخصائص التي يتميز بها تكامل ریمان. في الواقع یعرف هذا 
التكامل من أجل دوال ليست بالضرورة مثصلة وعلى مجموعات acl‏ 
من الفترات» المستطيلات وغيرها. 
لیکن (E,E,u)‏ فضاء قياس اختياريًا. 
تعريف 01.6: لتكن O=) ay,‏ دالة بسيطة قابلة للقياس وموجبةء نعرتف 
تكامل لوبیغ 0 على E‏ وفق القياس الموجب ير ب 
(6)برره ۰ )1( 
i=1‏ 


ونرمز له ب fo(x)du(x) «Jody‏ أو و . 


مثال 02.6: لتكن [a, b]‏ -ل» نعتبر في £,m)‏ 4440( دالة ديركليه 
y:J— [0,1]‏ المعرفة ب يمر ۰۷ لدينا إذن 
judm- f z,49dm- m(I ^ Q) =0‏ » 


(1941-1875) [Henri Leon Lebesgue] aug) قنرى ليون‎ (' 
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„ilaga مجموعة‎ INQ OY 
الدالة الدرجية‎ )]-1,4[,]-1,4[ 0 £, m) مثال 03.6: نعتبر في‎ 
<-[1,4-]:م المعرفة ب 37244 و22 <م. لدينا‎ R* 


۲0۳ = 2m([-1,0[) + 3m(]2,4]) 
=2(1)+3(2)=8 


تعريف 04.6: لتكن Ala f‏ قابلة للقياس وموجبة على ۰۶ نعرّف تكامل dug)‏ 
f‏ على E‏ وفق القياس الموجب بر ب 


(2) [feu sp] joan, e5: (e,2):05 1| 
(fr للتكامل ب (×)ءر۴)×(۹] أو‎ si (نرمز‎ 


كما نعرف تكامل f gug)‏ على مجموعة جزئية قابلة للقياس A‏ من E‏ ب 
[fdu7 [fadi‏ . 
A E‏ 


في الواقع قد يتساءل القارئ ما إذا كان التعريف 01.6 يضمن قيمة 
وحيدة للتكامل من أجل أي تمثيل للدالة البسيطة ۵. بينما التساؤل 
الثاني هو هل نحصل على نفس القيمة لتكامل دالة بسيطة قابلة للقياس 
وموجبة عن طريق التعريف 04.6 . 

تجيب القضية التالية على هذين التساؤلين الهامين: 


قضية 05.6: (Í‏ لا تتعلق قيمة التكامل )1( بتمثيل الدالة البسيطة 6. 
ب) إذا كانت f‏ دالة بسيطة موجبة وقابلة للقياس فان قيمة التكامل )2( تساوي 
قيمة التكامل (1). 


إثبات: أ) بالتأكيد» لنفرض أن 6 تقبل التمثيلين المختلفين التاليين: 
n m‏ 
È aXe, => Bike,‏ =0. 
j-1‏ 1- 


i=. 


نلاحظ أنه T3‏ كان 2 ,۶,6۴ فان ,6 = به على ,۶,6۴ « ومنه 
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- << ,)مره‎ ۴(- ۰ < Au(Eor) 
ات‎ IP. 


. [odu = )سه را‎ )- aue ;) 


ب) نفرض أن f = Y ay,‏ . نستخلص من التعريف 01.6 أنّ 
i=1‏ 


‘ [feu sup Jodu! C) 04.6 cà pi ومن‎ » [fau - Yau(£) 
E E E i=1 
.0>0>f دالة بسيطة قابلة للقياس تحقق‎ 6 Cus 


بوضع up| joan‏ - (1) > نجد آن f GY) [fduxr(f)‏ دالة 
E E‏ 


بسيطة). ومن Age‏ أخرى»ء إذا كان Bx,‏ 0-9 بحيث >> ۰0 
j=l‏ 

فان Bj&ai‏ على المجموعة الجزئية E; ^F;‏ طالما كان 

«o3 ۰ (E; ۴(0 


fod p= > Bu (F,)= E > ابر‎ NE) 
E j=l j=1i=1 


<È < au(FoE;) 


j=1i=1 
2 Lau(t)- Jfdu 
I=. E 
فان‎ 4e 5 ۰2)۶( > [fdu بأخذ الحد الأعلى نجد‎ 
E 
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‘I(f)= Jfdu=> an(€;) 
E i= 
و هذا ین یثبت المساواة المطلوبة.18‎ 


ملاحظة 06.6: 1( نث نشير إلى ail‏ ليس بالضرورة أن تکون المجموعة E‏ أو 
إحدى مجموعاتها الجزئية ذات قياس منته» وبامکاننا مصادفة الحالة 


20 به و »+ -(:6)مم. لذا نصطلح على وضع 
00).0=0+(= )00+(.0 
2( من أجل US‏ دالة قابلة للقياس [+,0] ج 6:ثر فان تكامل dug)‏ 
يأخذ قيمه في نصف المستقيم الموسع الموجب [م+,0]. 
مثال 07.6: E (S3‏ مجموعة غير acE (Aj‏ و EX (E,P(E))‏ ۶. 
لنحسب تكامل f‏ على Gy E‏ قياس ديراك ci pal 6g‏ ب 
aeA‏ ,1 


.(VACE) sala] ý 


0,aeA 
نلاحظ أن‎ (f(a)«o OV) نفرض‎ 
کم وعليه فان‎ f وتحقق‎ ۰= f(a) zu »5* (E,9(E)) 


José. = f(a)5,({a}) = f(a)< fao, 


n z 
OX يوجد‎ ۰9 > f بحيث‎ 0= Y عيرره‎ eS' (E,9(E)) oY! لتكن‎ 
i-1 
م1>1» بحیث مزع 0 ومنه‎ Sn sig مؤشر وحيد‎ 


-0(a)=a; > f(a) 
لدينا من جهة أخرىء‎ 


« eaa, = Ya2.(£)-«, < f(a) 


ينتج عن کون ۵ اختیاریا آن 
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2 ffas, -supl foas,, 0xf,0e s) < f(a) 


إذن 


(vf E% (E,9(E)): f(a) «) « fas, = f(a) 
(f(a)=0 عندما‎ (fdó, = f(a) - (نحصل كذلك على هه‎ 


E 
هي نهاية لمتتالية من الدوال البسيطة‎ f قابلة للقیاس‎ Alla كل‎ C نعلم‎ 
القابلة للقياس ,),0( حسب المبرهنة الأساسية للتقريب 33.4 » وعليه فإنّه‎ 
Ule .fLfdu- lim Odu بإمكاننا تعريف تکامل لوبيغ كالآتي:‎ 
موب‎ 

كذلك إثبات C]‏ هذا التعریف هو تعریف "ate"‏ بمعنی أن قيمة التکامل 
T‏ ليست مرتبطة با لمتتالية {Onta‏ فضلا على ol‏ هذه القيمة تساوي قيمة 
التكامل (2). يستعمل بعض المؤلفين هذا كتعريف لتكامل لوبیغ» GÍ‏ فيما 
یخصنا فهي نتيجة مباشرة لمبرهتة التقارب الرتيب التي سوف نتطرّق 
إليها أثناء هذا الفصل. 

یتضح من تعريف التكامل على مجموعة جزئية قابلة للقیاس A‏ من E‏ 
أته یکفینا دراسة خواص التكامل على (E‏ ومن ثم نستنتج بسهولة 
خواص التكامل على A‏ مع الملاحظة آن Gy,‏ دالة بسيطة طالما كانت 
6 دالة بسيطة. 


:08.6 خواص عامة‎ 
(VAeZ) .fdu- [xadu- u(A) (i 
A E 


ب) 13 كانت Ya,‏ =0 دالة بسيطة قابلة للقياس فان 
i-1‏ 
n‏ 
(VAeZ) « [edu - XM a;u(ANE;)‏ 
A i-1‏ 
(c‏ لدینا f Odu= jOdu [Ody‏ .من أجل US‏ مجموعتين جزئيتين 
AUB A B‏ 
من E‏ قابلتين للقياس ومنفصلتين ۸ و -B‏ 
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(a‏ إذا كانت «A‏ م دالتين بسيطتين قابلتين للقياس فان 


.(VAeZ) EFER JR Jøda 


ايند من الواضح EP‏ الخامتتین ا) وب) هما يجة مباشرة لتعریف 
التکامل على مجموعة جزئية ALIS‏ للقیاس و المساو اه “Hale, = Zane,‏ 
(c‏ فيما Ua‏ هذه الخاصيّة lod‏ 


[ede jedes < a(E, OA)+ (۶ ^B) 


= > )بريه‎ ^(AUB))= f ۸ 


TUS A- 5 اميد ون لول‎ sd copus p 
epe > Bitte, و‎ 0= Y aux, 
j=1 i=1 


n m 
| -UE; s E- UF,;. لدينا حسب تعريف الدوال البسيطة‎ 


i-i ja 
+= < > (a; + Bj) Lene, 
i=1j=1 


CJ‏ الدالة م +0 تأخذ القيمة ,6 + a,‏ على ,6,6۴ » ومنه 


J (6*o)du-» | Odu+ | edu 
EOF; Ej^F, Ej ^F; 


E UE; OF; منفصلة مثنى مثنى و‎ ۴ OF; المجموعات‎ Cj بما‎ 
ij 

فان الخاصية 3( مستخلص Io‏ من B.(c‏ 

مثال 09.6: نعتبر فضاء القياس (م,(۶,9)۶) Cus‏ 


Le :9 (E) +> [0,2] 


قياس a)‏ لتكن (N21) -A-(a,,a,,., ay] CE‏ بحيث رمع ره» 
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.0= < aie, e$* (E,9(E)) و‎ (Vis (ز‎ 


لدينا إذن 
Uleta)‏ اسع Od be = Èa (ANE;)=‏ 
^a)‏ اسع أ aE (E; rte}‏ 2 - 


2 


5 E ad Ody, = P E {ax} ۱9۸ = x 2 fa.) jadhe 


Hn TMz 0 


È (s) ([n])-X. (0) 

وهكذا فان 
«VOeS* (E,9(E)) ۰ 0d. = X 6(a,)‏ 1< ۰۷۸۷ 

k=1 


.0 > [fdux فان برهو[‎ 0> f > الرّتابة 10.6: ) إذا كان و‎ Goat 
E E 


ب) إذا کان Bed‏ ۸ بحيث ACB‏ فان [fdux [fdu‏ . 
A B‏ 
إثبات: (i‏ لدينا فور 


[fan- spl oar, 0 e s* (€2):054| 
E E 
<s jean, *85ع6‎ (E,Z):0« ١ 
E 


= [eau 
E 


ب) يكفي الملاحظة oj‏ ور > ریز وبالتالي 
n. f faadu=J,fdus lf xgdu= fdr‏ 


نستنتج فورا ما سبق أنّ 


لازمة 11.6: إذا كانت ۸۲ > f‏ > 77 >0 على Qà ۸٤<‏ 
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.(VAeZ) «mu(A)s [fausMyu(A) 


اثبات: Mz, GA‏ - الاا um mz, f‏ (علی diag (A‏ حسب خاصية 


الرتابة (i‏ فان" (4)برا/ا [fdu s‏ > (ه )ررم B.‏ 
4 


قضية 12.6: 1( لدينا من أجل US‏ عدد موجب C‏ يلي [ddu- cjfdu‏ . 
3 3 


2( إذا كانت A‏ مجموعة جزئية مهملة فان 0 -مرام/] . 
A‏ 
إثبات: إذا كان c-0‏ فان الخاصية بديهية. نفرض o3‏ أن OS .c»0‏ 


n 
ولدینا‎ ۰0> f عندئذ‎ ۰0 > f Cus دالة بسيطة‎ 0- È axe, 
i-1 


. [códu.- y ca; u(E;) = c [6d 
E i=1 E 


o3 
[ddu- spl [94,0 > 6 > 1 
E E 


- sup ett O<f 
E 


= sup |e [otis O<f 
E 





- csup|feau,0<0< f -cjfdu 

E E 

2( إذا كانت agg,‏ ۶ =6 دالة بسيطة قابلة للقیاس وموجبة فان 
i-1‏ 


n 
fedu- [Gy du > JY CiXane, du 
A E Ei=1 


n 
-Yaju(AnE;)20 
i-1 


ade 5 (u(A)-0 OY)‏ فان 
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[fdu- ریز[‎ 9 ۸ (yas ام‎ 
A E E 


=| Joa مرک ره[‎ 
۸ AS 


.6 > fx, لكون‎ [6du-0 و‎ [Odu=0 "i 
م‎ 4 


إذا كان foto‏ فيكفي استعمال الاصطلاح Wi.0.(4)-20‏ 
نقدم الآن هذه الخاصيّة الهامة جدا: 


قضيّة 13.6: يكون التكامل [fdu-0‏ وإذا فقط كان 0= كرء di-yu‏ على 
A‏ 


-Aex 


1 ^d : 2 
یم‎ = [xe 4: 1()> | ونضع‎ <ffdu=0 O اثبات: نفرض‎ 
A 


.(Vn21)‏ من الواضح ALE A, C)‏ للقياس f , A OY)‏ قابلتان 
للقیاس)» ولدينا كذلك 


UA = {xe A: f(x)» 0] و‎ (Vn21) «A,CA,4 
n=1 
نستنتج من الخاصية الأولى للتقارب أنّ‎ 
»)اس‎ >: f(x)>0})= lim u(An) 
لدينا من جهة أخرى بمقتضى خاصية الرتابة‎ 
«0- ffduz | fduz ] idu-iu(A,) 
A ^, A, 
O3 .7< 1 US dal من‎ « u(A,) 20 ومنه‎ 
.A على‎ a-y <f=0 ومن ثم فان‎ u([xeA: f(x)» 0])-0 
لكل دالة‎ ۰90-0 CB A على‎ di-yu ۶-0 عكسيًاء 13 كانت‎ 
A 


بسيطة 9 بحيث f‏ > 056 لكون 9-0( بم-تأك على «A‏ وعلیه فان 
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W.(u(A)- + (وكذلك في الحالة‎ ffdu-o 
A 


قضيّة 14.6: لتكن (Ge S  (E,Z)‏ عندئذ الدالة ]0+ ,0[ ج ۸:2 المعرّفة 
ب (VAeZ) «A(A) = [Odu‏ قياس موجب على OE‏ 
A‏ 
إثبات: من الواضح DÀ‏ 2 دالة موجبة. لدينا من جهة آخری» 
-(2)2 ۰ لنثبت آن A‏ تحقق خاصنية التجميع القابل للعد » بالتأكيدء 


لتكن CE‏ ری {A,}‏ ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى. 


n 
إذن‎ Gal A= Yay, و‎ A-UA; نضع‎ 
i بن‎ j>1 


3 


A(A)= fuse )مره ”ا‎ nA)- Eos ua) 


i-1 j21 


a > رع )م‎ ^4; )- y > )سه‎ ^A) 


j=1i=1 


1 
‘Ms > 


1 
- 
- 
1 
- 


Il 
Ms 
>, 
£ 
0 
Il 
Ms 
En 
> 
— 


- 
I 
م‎ 


وهكذا فان ۸ قياس موجب على :18.2 
للمبرهنة التالية تطبیقات كثيرة Cus‏ تعطي شرطا Jalal Gils‏ رمز 
التکامل مع رمز النهاية» لدینا 


مبرهنة 15.6 (التقارب الرتيب): لتكن {fa}, C OIL (E,E)‏ متتالية متزايدة 


Mae «noo عندما‎ cf, “Of على 8 بحیث‎ 


. lim [fdu- [fdu 
noo E 


4145 f(x) sup f, (x) إثهات: ينتج فور! عن رتابة المتتالية أن‎ 
n21 
«(VxeE) و‎ (Vnz 1)«0x f, (x) f(x) 
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Gl وهذا يستلزم‎ «(Vn21) «[fdus ffau o3 
E E 


«lim (f,du- sup [f,dus | fdu 
nog n>1 E E 


لأ (Lau.‏ متتالية متزايدة. 


لإثبات المتباينة العكسيّة نعتبر عددا 0«c«1‏ و (<,ع) QES‏ بحيث 
f‏ >6. نضع 
-(Vn2 1) A, = [x: f (x) 2 có(x))‏ 
عن e NE‏ ‘ 
GA‏ فور (Vn21) «A, C A4‏ و Une. OY «UAE‏ 
n=1‏ 
متزايدة و f, M f‏ . نستنتج من کون A(A)- fOdu‏ قياسًا Gs ye‏ 
A‏ 

O3 ۰ lim A(A,) - A(E) Ol وبفضل الخاصية الأولى للتقارب‎ X على‎ 
no 

lim f6du- f6du‏ . بالمرور إلى النهاية في المتباينة التالية 

9-0 4 E 


‘ fcOdu< f f,dus jfdu 
A A E 


n n 


. lim (códu-c lim [6du-cj6dus lim [f,du 
OA TEROA E noo 
Ul م64[ »: وبجعل 1جبء نجد‎ > lim [f,du «3 
E no*orp 
۰9 > Cus: OES (EZ) US من أجل‎ « fedus lim [f,du 
È nop 
که > حسب تعريف التکامل» وبهذا يكتمل‎ lim [f,du ومنه‎ 
E novo 
18 ااثبات.‎ 
US ملاحظة 16.6: 1( ينتج عن المبرهنة الأساسية للتقریب 33.4 43 من أجل‎ 
توجد منتالية متزايدة من الدوال البسيطة‎ f للقیاس (موجبة)‎ ALY دالة‎ 
من‎ OX نستنتج‎ .f = lim 6, الموجبة القابلة للقیاس ,ي },6{ بحیث‎ 
no 9 


ميرهنة التقارب الرتيب أن lim Ody‏ = 0 » 3335 هذا تعریقا آخر 
مج 
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لتكامل gug)‏ على E‏ من جهة أخرىء إذا كانت QB 4٤<‏ 
[,fdu-jfzadu- lim fOnzad a= lim fondu‏ 7 
E nop NO A‏ 
۵ بما أن (GF,‏ د (Ly),‏ متتاليتان متزايدتان فبإمكاننا كتابة 
مبرهنة التقارب الرتيب كالآتي: 


-sup | fidu = sup fad 
n21 ع‎ 


Qa‏ مضاد 17.6: ان شرط التزايد ضروري لصحة مبرهنة التقارب الرتيب 
كما يبيّنه المثال التالي: 


s : 1 , 
ومنه‎ (fQ—3»f-70 لدینا‎ »)۷۵<1( f=" Zon) 08 


f lim f,dm=0‏ . لدينا من جهة أخرى 1 c(Vn2 1) * fim‏ ومنه 


سم 
clim | f,dm=1 | lim f,dm=0‏ یعود هذا إلى کون المتتالية غير 
NOR R22‏ 
متزايدة كما تنص عليه المبرهنة بالرغم من أن المتتالية متقاربة بانتظام 
على . 


مثال 18.6: نعتبر الدالة خلج ple‏ -(مای حيث [x]‏ ترمز 
x‏ 

إلى الجزء الصحيح للعدد ×. لنحسب التكامل «fm‏ ` 

نلاحظ أولا à‏ 


N 
-—S 8 = lii A. =li 
‘f= 2 n2A[n neal 7 aim 2 n? 20, = Jim fw 
N 
f فان النهاية‎ (VN21) قابلة للقياس»‎ fu = Y وبما أن ورم مرهج‎ 
n-i 
قابلة للقياس:‎ 


نلاحظ من جهة أخرى أن {fy}‏ متتالية متزايدة» نستنتج إذن من 
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مبرهنة التقارب الرتيب أَنَّ 


ha fdm= Jim. fret fydm 


N 
= lim 1,2) 4 2 ۳ m 


N>% 
= = lim e 
9 n=1 
Yai 1 
= lim y = < a= 
fs n>1 


مبرهنة 19.6: 1) لیکن ada m «ff } CN (E,E)‏ عندنذ 
m ue E d‏ 
(f), CN (Ez) (2‏ عندنذ 


(fou all at ليع‎ e مهو‎ Y, Lit 


إثبات: 1( من أجل k US‏ توجد {OF} -5* (E/Z)‏ بحيث 
1 
m m‏ 7 ۳ 
Of 7 fy‏ ومنه Of 7 Y, f»‏ ,< . نستنتج من مبرهنة التقارب الرتيب أن 
k=1 k=1‏ 
m : m k m 2 k m‏ 
lim f. > 6fdu=> lim LGfdu- > [hau‏ رهگ > ‘fe‏ 
kat k21! k=1‏ د k=1‏ 
Ade 5‏ فان 
m m‏ 
EX fidu- Y jifdu‏ 
k=1 k=1‏ 
n‏ 
2( بوضع n= Xf‏ نحصل على منتالية {In} CI (E,Z)‏ 
iz‏ 


oo 
على 6 . نستنتج فورًا من مبرهنة التقارب‎ g=} f; متقاربة ببساطة إلى‎ 
i-1 
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الرتيب أن [gdu‏ - مم9,4] lim‏ . باستعمال التجميع المنتهي للدوال نجد 
nog E‏ 
n n‏ 
lim [gady = lim [> f,du= lim > |fdu‏ 
nop no Ek-1 noo K-1E‏ 


- سره[‎ = jedu- ipa fdu 
E Ek=1 


k=1E 
84 خاصنية التجميع القابل للعد للدوال.‎ Cui وهذا‎ 
نقتم فيما يلي طريقة عمليّة لإنشاء قياسات موجبة انطلاقا من قياس‎ 


معطى. لقد تعرضنا إلى نفس الأمر في القضيّة 14.6 Cus‏ استعملنا دالة 


قابلة للقياس. 
قضية 20.6: لتكن .f >9۲ (E,Z)‏ نعرف [م,0]+ ۸:2 ب 
A Mae ((VAeZ) :2)4(- [fau‏ قياس موجب على E‏ 
A‏ 
إثبات: لدينا A‏ دالة موجبة و 0-(1)2 . لنثبت آن ۸ دالة 6-جمعية. 
بالتأكيد» لتكن {A} CE‏ متتالية ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى. 
نضع U A,‏ -4» من المبرهنة 19.6 نرى Ol‏ 
n=1‏ 
A(A) = J, fdu= | fxadu‏ 
f > fxadu= Y xa du‏ = 
n=1 n=1‏ 
oo oo‏ 
=D [, fdu= 2: A(A)‏ 
n=1 n=1‏ 
ومنه A‏ قياس موجب علی دول 
تُعمّم اللازمة التالية الخاصيّة 08.6 (e‏ على صعیدین: أوّلاء نعتبر دوال 


موجبة قابلة للقیاس عوض دوال بسيطة موجبة AL‏ للقیاس ثانيّاء 
نعتبر الحالة القابلة للعد عوض الحالة المنتهية. لدینا 
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Mae E تجزئة ل‎ {Ep} ر‎ CE و‎ f 6917 (E,E) لازمة 21.6: لتکن‎ 


[fdu= > |, fau 
E: n=1 


إثبات: بما (VAeZ) «A(A)9 [fdu D‏ قياس موجب و [J E,‏ -ع» 
n>1 A‏ 
OE, 20 Cus‏ برع عندما ۳۶ عندئذ 


a. jrdu=2(€) =a U > 5 A(E,)= > fip 

E n>1 n=1 n- 

مثال 22.6: نعتبر فضاء القياس (E, (E), ug)‏ حيث {an}‏ لا £2« 
n21‏ 

(Vm#n) «a, #4,‏ و ]0,7[ ج pg: P(E)‏ قياسا Us go‏ بحيث 

({a,}) =a‏ م۰ )1 «(Vn2‏ من أجل متتالية من الأعداد 

{an} و‎ € 10,0 

لدينا من أجل f e9x* (E,9(E)) US‏ مايلي 

ly {a,j fd Ho u fa} fd uo‏ = ولا[ 


21 


= È Ff (مه)‎ Zia} م‎ 


= > £(an)H0({4n})= Y anf (an) 
إذن‎ 
. 140ا‎ = ¥ anf a) 
سوف نقدم فيما يلي أوّل متباينة تبيّن العلاقة ما بين تكامل النهاية الدنيا‎ 


لمتتالية من الدوال الموجبة القابلة للقياس والنهاية الدنيا لتكامل هذه 
المتتالية c‏ تسمى بمتباينة فاتو" (Fatou)‏ : 





(1929-1878) [Pierre Fatou] بيار فاتو‎ )* 
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توطنة 23.6 (متباينة فاتو): لتكن CM? (E,E)‏ إو عندنذ 


. [limf,d us lim | fyd u 
E E 


إثبات: بوضع ë g,(x)-inf(f,(x):kz n]‏ نحصل على متتالية 
ردم {nt‏ متزايدة في «OIL  (E,E)‏ ومنه 
(x) = supg, (x)‏ ,و lim f, (x)- lim‏ . 
noo n>1‏ 
نستنتج من مبرهنة التقارب الرتيب 15.6 أنّ 
مرلو [limf,du- Í limg,du- lim‏ . 
E pn noo‏ 
las‏ أن رگ (Vk2n) «fondus f‏ فان 
مه «fond using {fg fdu: k > n) > lim‏ 
E‏ 
إذن 
E. flimf,du= lim |g,du< lim | fd‏ 
E nop E‏ 


لازمة 24.6: لتكن OU" (E,E)‏ را بحیث f, — f‏ . نفرض وجود 
0 < الا بحيث (Vn2 1) ۰ |, > M‏ عندنذ [fdu M‏ . 
E E‏ 


ملاحظة 25.6: لم نأخذ بعين الاعتبار في الإثباتات السابقة بما فيهم 


مبرهنة التقارب الرتيب 15.6 الحالة ffducoo‏ التي تظهر عندما يكون 
E‏ 

القیاس Ug Ghee -u({x EE: f(x)=+0})>0‏ لا نتعامل الا مع 

صنف الدوال "القابلة للمكاملة"» أي الدوال IS‏ تکامل منته» وبالتسبة لهذه 

الدوال فان المجموعة (x: f(x) c].‏ مهملة. 

Mae thw ۶ بحیث و‎ )f,وإ‎ cM (E,Z) قضية 26.6: لتکن‎ 


. [fdu- [adu 
E E 
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إثبات: من الواضح أن المجموعة ٤٤: f(x)#g(x)}‏ »)=4 قابلة 
للقياس Oly‏ 4(=0)ء. لدينا OF‏ 
[fdu- [fdu* | fdu= |fdu+ [adu‏ 
E A AS A AS‏ 
|gdu= |gdu+ f[adu- lady‏ +0= 
AS AS E‏ 


A 
8 وهو المطلوب.‎ 


ملاحظة 27.6: یمکن للقاری مقارنة القضيّة 26.6 بالقضية 13.6 السابقة 
باخذ و-۶-. في الواقع تهدف هذه الصيغة إلى الفكرة التالية: 
یمکننا أن نستبدل بفضل هذه القضية التقارب النقطي بالتقارب QUE‏ 
آینما كان" ومفهوم "المعرّف على م" 'بالمعرف أينما كان تقریبّا على "٤‏ في 
مبرهنة التقارب الرتيب. وبکل" بساطة يعود السبب إلى عدم تأثر التكامل 
نختم هذا المقطع باعطاء نتيجة ممائلة لمبرهنة التقارب الرتيب الخاصة 
بالمتتالیات المتناقصة. 


مبرهنة 28.6: (f,]^ | C OL (E,Z) OS‏ منتالية متناقصة على E‏ بحیث 


“of‏ رل عندما .n—c‏ إذاكان م > بر لیگ فان 
E‏ 


. lim jfdu- [fdu 
ng E 


إثبات: نضع — م/-,/- م9. ان رر مو) معرفة تعريفا OY We‏ 
الدالة f,‏ منتهية تقريبًا أينما کانت» وبالتالي فان المجموعة 

A={xeE :g,(x)= 0-o} 
(g,),,, ,و قابلة للقياس تقريبًا أينما كانت و‎ Cj مهملة. نلاحظ كذلك‎ 
SE متتالية متزايدة على‎ 
Ol نستنتج من مبرهنة التقارب الرتيب‎ 


« lim عبر هو‎ [lim g,du- (f, = (9۶ 
nop pn E 
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أي 
مرف[ ‘ff,du- flim f,du- [fidu-‏ 
E pn E E‏ 


W.[fiducoo OY «lim [f,du- [fd — 45 
E noo E 


ملاحظة 29.6: یتضح من الإثبات أنه بإمكاننا وضع الشرط 
[fa du > ©‏ » من أجل أي مؤشر 1< م7» oas‏ > نم 1,4 ] . 
E E‏ 


2- مكاملة الدوال العددية 


لیکن (E,E,u)‏ فضاء قياس اختياريا. 

على غرار النتائج المحصل عليها في المقطع السابق من أجل دوال 
موجبة قابلة للقياس سوف نعرف فیما يلي تكامل dug!‏ من أجل دوال 
عددية قابلة للقیاس .f:E>R‏ 


minl [r'a بحیث > ره‎ fe OU(E,Z) GSU :30.6 تعریف‎ 
E E 


نعرق تكامل f fing)‏ على E‏ وفق القياس الموجب بر كما يلي: 
[fdu- [f'du- [f du‏ . 
E E E‏ 


ملاحظة 31.6: 1) وضع الشرط min] Sf, iru <x‏ لتفادي 
3 3 
حالة عدم التعيين .00—c0‏ 


CJ 2‏ تكامل aug)‏ يأخذ قيمه في المستقيم الموسع R‏ 


تعريف 32.6: نقول عن دالة (91)2,75 > f‏ انها قابلة للمكاملة أو قابلة للجمع 
بمفهوم لوبیغ على E‏ إذا وإذا فقط کان ٥‏ > ,0۸ . 

كما نقول عن f‏ إنها قابلة للمكاملة (أو قابلة للجمع) على مجموعة جزئية قابلة 
للقياس ACE‏ إذا كانت الدالة foy,‏ قابلة للمكاملة على .E‏ 
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ترمیز: - سوف نرمز لمجموعة کل الدوال العددية القابلة للمكاملة على 
E‏ وفق القیلس الموجب بر ب $'(E,z,u)‏ أو SE)‏ ان لم يكن 
هنالك أي لبس LS‏ نضع (۶<0:(ع) 8 ٠‏ ۶)-(ع) £ . 
- إذا كانت کر قابلة للمكاملة بمفهوم gug)‏ على E‏ فائنا نستعمل أحيائًا 
العبارة f"‏ دالة (ل)-قابل للمكاملة على SE‏ 
ملاحظة 33.6: ]13 كانت f EMCEE)‏ فان التكافؤ التالي محقق: 
f‏ دالة ALU‏ للجمع إذا وإذا فقط كانت AL [f|‏ للجمع. ولکن ينبغي الانتباه 
إلى أن کون || قابلة للجمع (مع (2,ع)۶۶9۲) لا یستلزم على الاطلاق Ol‏ 
f‏ قابلة للجمع» یعود هذا إلى عدم صحة الاستلزام التالي 

-(Ifle9x (E, x) f e9x(E,z)) 
مجموعة جزئية غير قابلة للقياس (بمفهوم لوبیغ)‎ A OSI :34.6 مثال‎ 
‘A على‎ f=1 معرفة ب‎ f من الفترة ]0,1[ و 18 ج-[0,1]:‎ 
ليست قابلة‎ f GY للجمع‎ ALU ليست‎ f و ۶-1 على ۰۸۶ عندئذ‎ 
دالة قابلة للقياس.‎ |f > 1 من أن‎ ee lo للقیاس‎ 


مبرهنة 35.6: لتكن (f,g) c € (E,Z,u)‏ و cce‏ عندئذ 

ef «f+geS(E,r,n) (i 

f (£*a)du- f fdu+ adu و‎ [,.cfdu- cj, fdu (o 
ومن جهة أخرى فان‎ cef © 9R(E,E) لدينا من جهة‎ (i إثبات:‎ 
ef e 9 (E,Z, u) وعليه فان‎ c ا‎ | =| | || oo 
وبالتالي‎ «|f + و || || > |و‎ f - ge 9x (E, E) لدينا كذلك‎ 

«lf *eldus fl + lola = Ifa + سرف واي[‎ > o 
.۶+ و‎ 2 (E,Z,u) إذن‎ 
OF ب) من السهل التأکد من‎ 
عرف‎ f (fY du- (cf) du 
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E cf f'du-cf.f du-cj.fdu, if c20 
le| kf du-|¢ kf'du--ld f fdu- cf fdp, if c«0 


=¢ مره‎ 
ومن جهة أخرى لدينا‎ 
deg-(F-F)«(a (و+۶)- *(و+۶)-(9+) و ( و-‎ 
(و9د+۲).‎ +f +g (و+۲)-‎ +f *و+‎ o3 
وبمكاملة الطرفین نجد‎ 
ko) du* Lf du fg du 
= f(f+9) du* [f'du* [adu 


i 
n 
Kk g)du- [.(f+9) du- (f*9) du 
= ی‎ 9 - ff du* f gdu- وی[‎ du 
7L fdu- adu 
m.h وهو‎ 


ملاحظة 36.6: 13 كانت f e S (E,Z, u)‏ والتكامل [gdu‏ موجودا فان 
(f +9)du= f. fdu+ f gdu‏ 


لازمة 37.6: لتكن (fog) c € (E,Z, u)‏ و (AJB CZ‏ بحيث 
Mais ۰۸8 - 0‏ 


fdu [fau (i‏ [ هلو 
ب) و > ۶ بر-تك یستلزم 90 کب[ 


flflar (c‏ > لرهز. 


اثبات: أ) لدینا بمقتضی الميرهنة 35.6 ب) ما يلي 
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9( ویر + l= lef (Xa‏ ونم یر[ - نفل ور ما 

= .fzidu f fxsdu- [,fdu- fdu 
ومنه‎ cd-u »0>9- ۶ يستلزم أن‎ dlp «f<g ب) ان‎ 
ومن ثم فان‎ . L(g-f) du-0 إذن‎ -u «(g-f) =0 

kodu= )یا‎ *(a-f))du- | fdu+ [.(a-f)du 

= |. fdu+ L(g-f)' duz | fay 

9 واضح‎ (c 

lf fau|- | م۵‎ - ff dus ff a+ ff an 

«(f +f مره(‎ fflau 
E. f e$ (,<,ع)‎ US 
ملاحظة 38.6: في الواقع تبقى المتباينة ج) صحيحة طالما كان التكامل‎ 
موجودا.‎ ffdu 
E 


E منتهية بم-تأك على‎ f Xue cf e S (E,Z, p) قضية 39.6: لتكن‎ 


إثبات: نضع [xe E: |f(x)| - o].‏ =4 . نحصل بفضل مبرهنة التقارب 
الرتيب على 
مره زم) o> f|fldu> flfidu f, lim‏ 


= lim .مه عبر هه‎ u(A) 
no 


ومنه 0 cu(A)‏ وهذا يعني f Ol‏ دالة منتهية بم-تأك على WLE‏ 


هذا الآن تعميم لمبرهنة التقارب الرتیب من أجل متتاليات من الدوال ذات 
إشارة اختياريّة. 
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مبرهنة 40.6: لتكن (f,] > S (E,E,u)‏ متتالية متزايدة على E‏ بحيث 


خت و عندما «Maie «noo‏ 


. lim [f,du= |fdu 
noo E 


إثبات: بما Cj‏ بر دالة قابلة للمكاملة فهي منتهية تقريبًا أينما كانت. 
بوضع fi‏ - م1 = g-f-hs dn‏ نحصل على متتالية متزايدة من 
الدوال الموجبة Cus‏ وجيرو . نستنتج من مبرهنة التقارب الرتیب 


ci 15.6 


« lim fond بر‎ > Jadu 
neg E 


lim (Itau- fran) = jfau- [fidi 
اوه تا‎ N 3 3 3 


وهذا يودي إلى النتيجة المطلوبة E. |>» OY‏ 
E‏ 


مبرهنة 41.6 (الاتصال المطلق للتكامل): إذا كان (E, E, p)‏ فضاء قياس و ۶ 
دالة قابلة للجمع فان 
lim o hlfldu=0‏ 


u(A)> 
42 





إثبات: نعتبر المتتالية المتزايدة -(Vn2 1), f, (x)= min[|f(x)|,n]‏ 
بتطبيق مبرهنة التقارب الرتيب نحصل على 
مره رگا VAe£, lim‏ 


إذن» يوجد من أجل كل 2<0 مؤشر وم بحیث مهما تكن ۸٤2‏ 


و «n2n‏ فان 
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© |۶ایا‎ 9۸ - fafa dus? 
وبالتالي‎ 


E E E 
hlfldu< ۳/۸ + کے‎ Jaro du+ >= nou(4)*7 


من أجل كل 2 ۸. 


باختيار المجموعة A‏ بحيث س >(4)مم نری آن 
0 


€ € 
Ia ides tos 


إذن» لكل 0< n day‏ بحيث [,lfldu<e‏ » من أجل كل 
no‏ 
عم يحقّق 7>(م)برء وهذا W. jim [|fldu-O ol cay‏ 
H(A)>0‏ 
Aex‏ 
مبرهنة 42.6 (التقارب المحدود): ليكن (E, E, p)‏ فضاء قیاس» ASL‏ بحيث 
u(A)« o‏ >0 و ٣, cC M(A,ANE)‏ ر) متتالية تحفق 


۰۸ برجت ری على‎ (i 
محدودة بانتظام‎ {fn} gi) «(Vn2 1) (VxeA) «lf, ب) 0 ک|(×)‎ 


على (A‏ عندئذء النهاية f‏ قابلة للجمع على ۰۸ إضافة إلى أن 





(3) «lim f|f, - f|ldu- o 
NO 4 

(4) . lim ff,du- | fdu D 
NO 4 A 


إثبات: ينتج Hè‏ عن )9( (Vn2 1) « fIf,|[du x Mu(A) t‏ ومنه 
A‏ 


نحصل بفضل متباينة فاتو على 
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« fld lim fj, ja Mp4) > مه‎ 
A A 


إذن Alla f‏ قابلة للجمع على .A‏ بما u(A)«o Gi‏ فبإمكاننا تطبيق 
مبرهنة إغوروف 34.4 لنجد من أجل US‏ £20 مجموعة جزئية 
ALCA‏ بحيث 2 > (ج4)// ور متقاربة بانتظام على ۰۸۱۸ 
إذن يوجد من أجل نفس العدد م مؤشر 1< مه بحيث» مهما يكن n‏ 
(n<)‏ فان 
up| fn (x) — fO) > zia;‏ . 
A\A,‏ 
وبما «(Vx A) «|f, (x)- f(x)|s 2M à‏ حسب ب)» عندئذ 
flf, - fla = Í ۱ - fau flt - fau‏ 
A A\A, Ae‏ 
S aj (AM) + 2Mu( Ae) «$$ 5‏ 


وهكذا فان النتيجة )3( محققةء ومنها نحصل على )4( بفضل المتباينة 
(c‏ من اللازمة 36.6 E.‏ 


ملاحظة 43.6: إذا كان القياس بر منتهيًا فيكفي أخذ A-E‏ ومتتالية 
{f,}" , c ex (E,E)‏ تحقق الشرطين أ) وب). 


ان مبرهنة التقارب المحدود هي حالة خاصة لمبرهنة التقارب C Al‏ 
Cus (dominated convergence theorem)‏ نعوّض شرط محدودية 
قياس المجموعة الجزئية A‏ والشرط ب) بشرط الترجيح بدالة مناسبة 
قابلة للمكاملة. تعد مبرهنة التقارب المرجح من al‏ المبرهنات في التحليل 
الرياضي ولها تطبيقات عديدة في ميادين كثيرة. 


مبرهنة 44.6 (التقارب المُرَجّح): لتكن Idus C O9X(E,E)‏ بحيث 


أ) f‏ ج وء di-w‏ ب) توجد دالة قابلة للجمع ]0,0[ g:E—‏ بحيث 
«xEE) «(Vn2 1) 0 1«)*(| > 9)*(‏ لرحتأك)ء عندئذ» النهاية f‏ قابلة 
للجمع على cE‏ 
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. lim [f,du-[fdps lim j|f,- fla -0 
nop E noo 


نسمّي الشرط ب) بشرط الترجیح» كما نسمّي و بالدالة المُرجحة للمتتالية 


{fn} 


إثبات: نضع 
A={xck: f,(x) > f(x))‏ و .B-U {xeE:|f,(x)|>9(x)}‏ 
n21‏ 

إن المجموعتين ۸ و8 مهملتان» وبالتالي AUB‏ هي بدورها 
مجموعة مهملة. نعرف المتتالية {On} nog‏ بس عزون م10 = ‘In‏ 
(۷۸<2). لدينا (96)6,8- وم (,9) OX‏ وو هي عبارة عن ضرب 
دالتين قابلتين للقياس» بالإضافة إلى OF‏ 

dy F= FA gig د‎ (VxeE) da (X)|sa() 


«(vxeE) « lim |gq(x)|= f(x)|se(x) و‎ f esx(E, E) ti لاحظ‎ 





ومنه [adu eoo‏ > برها |] . نستنتج من کون f|-If|‏ 
f. [fuco‏ رهام |] » أي آن الدالة ۶ قابلة للجمع على 6. لدينا من 
ie‏ آخری» »> موی US GY »)907<1( «[lgdus‏ عناصر 
لمتتالية (gy),‏ قابلة للجمع على 6. 
«(Vn2 1) «h, =29-‏ نحصل على 
c 9C (EZ)‏ ,)5 

بإمكاننا الآن تطبيق متباينة فانو على (hij, g‏ للحصول على 

[-limh, du = f, 2ad p< lim |,(29- In - flan 

= 2[.edu— lim |o, = ۵ 


وهذا يستلزم D‏ 0 -مرم/م - ہو 


d -تأك‎ yu ‘ 











an - f| بوضع‎ 











p 


OS ومن‎ di-y «da, - f|- |f, - f| من المساواة‎ 
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lim lf, = fdu=0‏ ک لمع( = ,)مآ | lim‏ کم 
o | "‏ 
مهال a. im [hdu- [fig 3 mL],‏ 
ملاحظة 45.6: C]‏ شرط الترجیح ضروري لصحة مبرهنة التقارب CAI‏ 
كما يتضح في المثال المضاد التالي: 
مثال مضاد 46.6: نعتبر المتتالية (("5)18, *18) cov‏ رب [,/) المعرفة 


ae ۰12" (تقارب منتظم)»› على‎ f,—>0 لدينا‎ : fn = Xo, n] = 
a 
بل‎ fadm=1- بي[‎ lim f,dm- 0 


يعود هذا الخلل إلى عدم وجود دالة قابلة للجمع ]0,00[ g:R*‏ 
تحقق x20) «(vnz1) «|f,(x)|<g(x)‏ ص-تك). 


مبرهنة 47.6: لیکن )12 (EZ,‏ فضاء قياس و C (E,E)‏ رم (م) بحيث 
oo oo‏ 

[|f,du > o‏ !< > عندئذ تتقارب السلسلة D f,‏ مطلقا تقريبًا أينما 
n=1 n=1‏ 


كانت إلى دالة قابلة للجمع cf.‏ ولدينا 


. k fdu- Y fide 


إثبات: نستنتج من المبرهنة 19.6 C)‏ م > k Elhldu= X felfnja‏ ‘ 
n=1 n=1‏ 
أي أن الدالة g(x)= X. |f, (x)|‏ قابلة للجمع على «E‏ وبالتالي فهي 
n-i‏ 
بر-تأك منتهية على ع۰ اذن تتقارب السلسلة 2,7 مطلقا 


n=1 


تقريبًا أينما كانت إلى دالة ۶ نرى فور! من المتباينة 
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«f| 





Xf, 
n=1 





S X If - 9 
n=1 
+E دالة قابلة للجمع على‎ f أن‎ 
m [Y 2 
من‎ -(Vm2 1) TL Xf كت‎ ss المتتالية‎ GY) نعرف‎ 
n=1 
(Vm21) «(om(x)|s9(x) و‎ {Im} وی‎ c MELE) الواضح أنّ‎ 
ج وء مم-تأك.‎ f Ol إضافة إلى‎ cali 
أنّ‎ 44.6 call نستنتج من مبرهنة التقارب‎ 
oo m m 
È [fdu- lim Y [.f,du- lim |. > f,du 
n-1 m-»9 n=1 mo ™ n=1 
= lim مرو‎ f fdu 
وبهذا يكتمل الإثبات.ط‎ 
بالشرط‎ Y f|f,du«o ملاحظة 48.6: بإمكاننا تعويض الفرضية‎ 
n=1 
بحيث‎ E التالي: توجد دالة و قابلة للجمع على‎ 


(vnz) ai exe) È مار‎ 





<g(x) 


نظرا لأهمّيتها التطبيقية في الاحتمالات والمعادلات التكاملية سوف نقدم 
ونثبت متباينة جنسان في حالتها العامة إذ aS‏ بامکاننا استنتاج العديد من 
المتر اجحات وذلك حسب اختيار فضاء القیاس ay‏ المحتنة 
المستعملة. نستهل دراستنا بت عریف التوال المحتبة التي تتميّز بخاصية 
ois deae‏ إلى قابلية لفتقاقها بامتتتاه Age‏ من ie sane LB‏ 
التعريف. 


((-o<a<b<oo) « f:r-]a,b[—R AM تعريف 49.6: نقول عن‎ 
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نها محتبة في I‏ إذا حققت المتباينة التالية 
f(ax4* Bx) <af(x,)+ Bf(xz)‏ 
(Vx1,x2 er) ۰)۷ ۵,۵ <0:۵,+ B=1)‏ 
هندسيًاء نستطيع القول Do‏ الدالة f‏ محتبة إذا كان من أجل US‏ 
xx eT‏ فان القطعة المستقيمة التي تربط النقطة Mz(x,, f(x,))‏ 
ب Max, f(x2))‏ تقع فوق منحنى ۶ ما بين التقطتين M,‏ و Mz‏ 
أمثلة 50.6: (JI all‏ التالية محدبة: 
f(x)=e™‏ على «R‏ من أجل "1 به 
g(x)- ۴‏ على ]هه,0[ - 2 من أجل 1 <ن 
h(x)=-‏ على ]مره[ - 2 
k(x)=x x‏ على I-]o,o[‏ 
هذه بعض الخواص التي تتمئع بها الدوال المحذبة: 


خواص عامة 51.6: 

1 تكون دالة قابلة للاشتقاق f‏ على I‏ محدبة إذا وإذا فقط كانت 
مشتقتها الأولى متزايدة» وبالخصوص اذا كانت f‏ قابلة 
للاشتقاة ق إلى المرتبة الثانية على «f"(x)20 Cuss T‏ 
«(VxeT)‏ عندئذ Alla f‏ محذبة في (I‏ 

2( كل دالة محدبة ۸ + ]ارم[ 1: f‏ هي متصلة على ‘I‏ 


3( تکون دالة متصلة OR‏ ]ط,و[ - ۶:2 محدبة على 2» إذا وإذا 
فقط حققت 


(Vxa,x e 1), “ع‎ 2] f(x.) f(x2)] 


قضية 52.6: لتكن R‏ ج ]دارم[ = 1: f‏ دالة محدبة على ۰2 عندئذ من أجل 
کل ter‏ یوجد ثابت y-y(f,t)e R‏ بحیث 
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.(Vxe1) « f(x)z y(x-t)- f(t) 


PECES 


. 1 >] > ونعتبر 5 » ,و بحیث‎ I في‎ t yj cu إثبات:‎ 
ae 


ELI ME T: 





X2—X1 X2 - X1 
وبالتالي‎ «a 8-715 a, <0 C) من الواضح‎ 


f(ax1i* Bx;)- f(t) > +(,)ه‎ 8 f (x2) 








sut 21 F(x, ^I t-x, f(2) 
ومن ثم فان‎ 
f f(t)- foa) | f(x2)- f(t) 
tx, x;-t 
نجد‎ ze]et[ بأخذ الحد الأعلى للطرف الأيسر على‎ 
pI) Sap PUT Ug رها‎ 
t-x, Bee a<z<t t-z E x;-t 


(Vx, e ]t,b[)‏ ومنه نستخلص أنّ 
«(vxe]art[) fG)27(-0)f(t)‏ 
و (vxe]t/bl) «f(x)27(x-t)+ F(t)‏ 
مع الاشارة إلى أن المتباينة هي كذلك صحيحة من أجل Oct‏ وهو 


المطلوب .8 


متباينة جنسان 3 [Jensen]‏ 53.6 : لیکن (E,E,u)‏ فضاء قياس منتهیا 





(1925-1859) [Johan William Jensen] جوهان وليام جنسان‎ (* 


222 لح النظرية العامة للقياس والمكاملة 


و 12ج ]ره[ = 1:ص دالة محذبة. عندئذ. من أجل كل دالة بم-قابلة 
للجمع f:E—I‏ فان 


di Fx jE T‏ یا 


إثبات: نلاحظ acc > ol yj‏ . بوضع 


t2 —— | fdu‏ وتطبيق القضية 52.6 نجد yeR‏ (متعلق ب 

u(E) 
بحيث‎ (ost 

(Vxer) «o(x)z y(x-t)*o(t) 

وبتعويض «(zeE) cf(z) -4X‏ نحصل على 

.(VzeE) «o(f(z))- o» f(z) 2 (f(z)-t)* o(t) 
ينتج عن کون م محدبة آنها متصلة» وبالتالي فاتها قابلة للقياس. إذن»‎ 
وفق‎ E للقياس. بمكاملة طرفي المتباينة الأخيرة على‎ ALU دالة‎ go f 
نحصل على‎ yu القياس‎ 

f.9°f(z)du(z)> ve f()au(z)-tu(E))* o(t) (ع )سر‎ 
D 


أي cos f(z)du(z)> (t) (E)‏ وبتعويض t‏ بعبارته نجد 
المتباينة المطلوبة. 9 


تطيع بفضل اللازمة التالية إزالة شرط محدودية القیاس باضافة ila‏ 
قابلة للجمع یتکقل بهذا الشرط لدینا 


لازمة 54.6: ليكن (E, X, u)‏ فضاء قياس اختیاریا. >R‏ ]0,5[ = 1:ص دالة 
محذبة و f e 9 (E, E)‏ بحیث «Maie . f(E) C I‏ من أجل کل دالة 

م -قابلة للجمع ]0,2[ p:E—‏ بحيث pf > €! (E,Z,u)‏ 
[pdu-0;‏ فان 
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1 1 
o| —— [.pfdu |> o f)d 
dz [pf | (9۸ 


إثبات: نعرّف القیاس v:E-[0,o] Ga gall‏ ب 

(VAeZ) «v(A)= pdr 
حسب‎ [pfdu- f fdv<o و‎ 0«v(E)- [,pdu «c oly 
بتطبيق متباينة‎ . > £7(E,Z,v) التمرين 12.6 السؤال 2( عندئذ‎ 
نجد‎ (E,E,v) جنسان في فضاء القياس‎ 


1 3 
وک( 5( 


وباستعمال التمرين 12.6 السؤال 2) مرّة أخرى وتعويض v(E)‏ ب 
۸ نحصل على المتباينة المطلوبة.8 
تطبيق 55.6: لتكن E={ay,..,4,}‏ و u‏ قیاسا موجبًا على P(E)‏ 

n 1‏ 
معرقا ب 0 < رم «u((ai])-‏ من أجل م.,...,1 -: بحيث 1 - رم !3 . 

i-1 

باعتبار الدالة المحذبة g(x)-e*:]O,o[— R‏ ودالة قابلة للجمع 
[0,e]‏ ج ع : ۶ نجد Gl‏ 


1= ,م 3= ((,ه])م > E)‏ 
وبتطبيق متباينة جنسان نرى أنّ 


X f(a) م‎ i 
(مره زیم‎ - ei 11 


i-1 


A [oo fdu- [ye au(x) => pet”) 
i=1 


1( بوضع y; =ef)‏ » من أجل ci=1,...,n‏ تأخذ المتباينة الأخيرة 
الشكل التالي: 
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n n 
(6  .IIy? -yPyP yb <> py; 
i-1 i-1 


بما آن الدالة f‏ اختياريّة فان المتباينة )5( محققة من أجل US‏ جملة من 
الأعداد الموجبة (ملا,...,و). 
2 بوضع رم /1 - ,و و =2 » من أجل مر...,1 -1؛ في )5( 
n n‏ 
Sl ] 2, =24-Z2---Z, Sy da‏ )6( 
i-1 i=1‏ 


فهي إذن محققة من أجل US‏ جملة من الأعداد الموجبة (م2....,و2)- 


n n 
. < =1 مع التذكير أن‎ Young) تسمّى المتباينة )6( بمتباينة يونه4‎ 
i=1 


حالة خاطة: بأخذ 1/0 - رمء 1,.,n‏ = اء في (5) dax u‏ على 
1 
Vy; 20 (yyya--yo) ^ S3(ya ya yn)‏ 
وهذا یثبت C]‏ الوسط الهندسي هو دومًا أصغر من الوسط الحسابي. 


نعود الآن لمبرهنة التقارب المرجح» لنقدّم تطبيقين عمليين هامّين» وهما 
اشتقاق واتصال التكامل المتعلق بوسيط (parameter)‏ معيّن .y‏ نلفت 
انتباه القارئ أنه في هاتين المبرهنتين بإمكاننا تعويض العبارة "أينما كان" 
ب . 'تقريبًا أينما كان" لدينا 


مبرهنة 56.6 (اتصال التكامل): لیکن (E,E, H)‏ فضاء قياس و (F,d)‏ فضاء 
متريًا و ® f:EXF—‏ دالة تتمتّع بالشروط التالية: 

(Vy EF) دالة ((®)2,6)-قابلة للقياس»‎ xi» f? (x): f(xy) (i 
-(VXEE) «yg EF جار دالة متصلة عند نقطة‎ f.(y):- foy) ب)‎ 
:و بحيث‎ E— [0,0] ج) توجد دالة قابلة للجمع‎ 


(1942-1863) [William Henry Young] وليام £59 يونغ‎ (* 
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.(V(x,y)e ExF) " 





f(x y)|< g(x) 
إضافة إلى آن‎ (Vy e F) « f” e لگ‎ (E, ur) عندئذ الدالة‎ 
lim f(xry)ap(x)= EfGoyo) tuo) 


(yo متصلة عند النقطة‎ yi [ f, y)du(x) الدالة‎ ol (اي‎ 


(VyeF)«f'e$(E,Z,u) Q إثبات: ينتج فور عن الشرط ج)‎ 
.yg متصلة عند النقطة‎ ym f f(xy)du(x) Wal لنثبت أن‎ 
عندما مه ج-م. تحقق‎ cy, yo بحيث‎ (y), EF oS بالتأکید»‎ 
ما يلي:‎ {f(xYn)} r aset 
«n— o عندما‎ « f/n — flo Q [r^]. coe z)a 
۶۲۰ (x)|«a(x) (35 
TÍ نستنتج من مبرهنة التقارب المرجح‎ 

«fef Govo)du(Qx) - lim [gf Guys )du(x) 


.(V(x,n)eExN’) ‘ 





وهذا يثبت اتصال الدالة yrs LF (xy)du(x)‏ لكون المتتالية 
B. uil {yn} oe‏ 

مبرهنة 57.6 (قابلية الاشتقاق لدی التكامل): ليكن (E,Y, u)‏ فضاء قیاس. 
]ره[ J=‏ فترة مفتوحة من R‏ و f:ExJ— R‏ دالة تتمتع بالشروط 
التالية: 
xe f” )×( := f(xy) (i‏ دالة ((2,6)8)-قابلة للقیاس» «(Vy eJ)‏ 
ب) توجد نقطة J‏ > رر بحيث تكون الدالة xi» f” (x):- f(x, yg)‏ قابلة 
للجمع على ۰۶ 

ج) المشتقة الجزئية F(x,y)‏ موجودة على sExJ‏ 
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0( توجد دالة قابلة للجمع ]0,0[ + 2 :و بحيث 
()و > .(V(x,y)eExJ) Gov)‏ 





عندئذ الدالة (بر ,<,ع) € (Vy eJ) f” e‏ إضافة إلى أن الدالة 
h:J— R‏ المعرفة ب . h(y)= jk fGoy)du(x)‏ قابلة للاشتقاق على J‏ 
ولدينا 


Ay (- bf (xy)du(x)= ۳4 مر(‎ 


إثبات: نستنتج من مبرهنة القيمة الوسطی TÍ‏ 
(voy) eEx1) «[fGoy)|s |f Gcyo)| + ۷ -vole(o)‏ 
وعلیه فان (vy eJ): f” e € (E,Z, u)‏ 
ليكن o3!‏ ل م2 و لح ریم (م2) بحيث 2,۶2 (Vn21)‏ 
و iz, Zo‏ عندما .n—o‏ بوضع 


«(Vn22)«5,(x)- Hen) fon 


« lim Fa (x) - 5,20) و‎ (E), SACE E) oi نجد‎ 

xi 2 zo) Q3 «(VxeE)‏ دالة قابلة للقياس. نستنتج مرّة أخرى 
من مبرهنة القيمة الوسطى أ R (x)= Z6 h) o‏ من أجل 
min(o,z, ) < O, > max(zo,z,)‏ « ومنه 


(VQ n)eExN*) «|F,(x)|< a(x) 


آخیرا» لدينا بفضل مبرهنة التقارب المرجح ما يلي 


(x)du‏ ی ب ازع 


noo 2-26 








= f im Fy (x)du= bZ (xzo)du 
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وبما أنّ zo‏ اختياري في / فإننا نحصل على النتيجة المطلوبة.8 


هذا الآن تعميم لمبرهنة إغوروف 34.4 إلى فضاءات قياس غير منتهية: 


مبرهنة [اغوروف] 58.6: لیکن (E,E,u)‏ فضاء قياس اختیاریا و (f),‏ 
متتالية من الدوال القابلة للقياس من E‏ نحو "۰18 متقاربة تقريبًا أينما كانت إلى 
f‏ . نفرض وجود ge $ (E)‏ بحيث و > |,اء (1 <۰)۷۸ بم-تأك. Mais‏ 
م 9 — f,‏ . (|.| هو المعيار الإقليدي في RY‏ وتعني au‏ تقريبًا بانتظام). 


إثبات: نعرّف من أجل m US‏ و0 في N°‏ المجموعات 


Ann slept -sA 


k2n 
عندما م مء إذا وإذا فقط وجد‎ cf (x)-5 f(x) لدينا‎ «xe E لیکن‎ 
nXk بحيث مهما يكن 711 يوجد مؤشر‎ meN’ 
بحيث‎ meN’ إذا وإذا فقط وجد‎ df )×(- ۴ )*(|< و‎ 
۰] ۶:|۶)(-۶)(|< 2) 


n20k2n 
xel JAA إذا وإذا فقط‎ 





m21n20 
إذن»‎ 
ولا‎ ={xek: f (x) f(x) - Un. 
m21n20 
آن‎ PAR, CN, وهي مجموعة مهملة. نرى من الاحتواء‎ 
n20 
4 Amn c Anzi) o TES نلاحظ من جهة‎ K "(173 =0 


(Vm21Vn20) «A, CAm وبالتالي‎ «(Vm2>1,Vn20) 


أي Qj‏ المتتالية ر [رو,م:4] متناقصة. يبقى الآن التأكد من وجود 


m(n+1) 
بالتأكيدء‎ .meN' US من أجل‎ (As) > Cun meN مؤشر‎ 


ينتج عن المتباينة fig o di-y (vnz1):|f.|xg‏ بر-تأك» 
وعليه فان و۶|>2- ,۰۶ «(vnz21)‏ مر-تأك. CA‏ 
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}4 >0( -)0( مدع ال = An‏ 


kzn 


c{xeE:2g>4} 


4(4.) > u((xeE:22» درك‎ [ idu 


(2mg»1) 
35 [2madu- 2m [gd > م‎ 
بتطبيق الخاصية الثانية للتقارب‎ .(Vmz 1, Vn20) «u(A5,) «oo o3 
نحصل على‎ 
ae) imala )-o 
n20 


> 


إذن» يوجد من أجل ٤<0 US‏ و meN'‏ مؤشر n, EN”‏ بحيث 
(A) > ۳‏ 
d ual‏ بوضع ,14( «A=‏ نجد AeX ol‏ و 


»که > H(A‘)‏ 
فیما يكن التقازب pita‏ على المجموعة الجزئية A‏ نلاحظ أن من 
أجل ns) n, sk USs 76۳۲ US‏ المعرف (eel‏ فان 
(Vxe 4) JAO- FO‏ 
xeA OY)‏ يستلزم ex € Amnn ol‏ مهما يكن ۲ ). 
وهذا يثبت D‏ جح على ۸ .8 


3- مكاملة الدوال المركبة 
لتكن © ج-ع:۶ دالة ذات قيم مركبة معرفة على مجموعة 6. توجد 


fı = Ref )أي‎ «f= f, + if رو بحیث‎ : 6 OR دالتان حقيقيتان‎ 
(fa =Imf و‎ 
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تعريف 59.6: ليكن (ELE, H)‏ فضاء قياس» نقول عن دالة مركبة 
© ج :مر W‏ ((6)ظ,2)-قابلة للقياس إذا وإذا فقط كانت f,‏ و f,‏ 
دالتين ((®)2,8)-قابلتين للقياس. 


تعريف 60.6: ليكن )٤,2,//(‏ فضاء قياس و ) f:E—‏ دالة مركبة قابلة 
للقیاس. نعرف تكامل f‏ وفق القياس الموجب u‏ على ع ب 


‘ f fdu- أ + سر فيليا‎ | fad 
. و ۵ع‎ [fid i بشرط وجود التكاملين الحقيقيين‎ 
إنها قابلة للجمع (أو قابلة للمكاملة) على إذا وإذا فقط كانت‎ f نقول عن‎ 
ME قابلتين للجمع على‎ mf و‎ Ref 
ترميز: سوف نرمز لمجموعة الدوال المركبة القابلة للجمع بالنسبة إلى‎ 
فضاء قياس (,<,ع) ب (مر,«,ع)2؟ أو (2)6© إن لم يكن هنالك‎ 


cel‏ لبس. 

نشير إلى أن كل ما تطرقنا إليه في الحالة الحقيقية يبقى صحيحًا في 
الحالة المركبة. لدينا 

خواص عامة 61.6: 


. + و‎ > $2(E,Z, u) Sxe«ceCs f.ge 53 (۸,<,ع۶)‎ os (1 
المتباينة التالية:‎ f eL (E, E, y) لدينا من أجل كل‎ (2 
| fdu|< Life 


3( (التقارب المنتظم): ليكن )2 (E, E,‏ فضاء قياس منتهيا و TARS‏ متتالية 
من الدوال ال ۰ AUG (X, B(C))‏ للقياس والمحدودة على E‏ بحيث 


Mae.E بر على‎ “of 


230 ل النظرية العامة للقياس والمكاملة 


. lim f fdu- fdu 
متتالية متقاربة تقريبًا‎ {fn} ریم‎ > 3 (E,Z, u) (التقارب المرجح): لتكن‎ (4 
على . نفرض وجود دالة قابلة للجمع‎ f أينما كانت إلى دالة‎ 
بحيث‎ g:E—([0,c] 
fy (x)|<9(x) 
ولدينا:‎ fe S2(E,E,u) عندئذ‎ 


. fdu- lim f fidu 
n> 


(xeE «d:i-u)«(VneN*) ٠ 





إثبات: الخاصيتان 1) و2) واضحتان (تمرين). 
3) ينتج عن كون f‏ نهاية منتظمة لمتتالية من الدوال المحدودة على 
E‏ ذات القياس المنتهي أنها دالة قابلة للجمع (مع الملاحظة (yf‏ كل 
عناصر المتتالية هي دوال ALI‏ للجمع). لدينا إذن 
f)du|s flf, = fldu‏ = )یل || هی - فرع | 
(6)س |(«) sup|f, (x)= f‏ > 

وبالمرور إلى النهاية نجد أنّ 

r9) |= 0‏ 0( امه ] lim | fadu- f fau lim‏ . 
OY (4‏ لدينا f‏ دالة قابلة للقیاس كنهاية (al)‏ لدوال قابلة للقياس. من 
جهة أخرىء لدینا 0 «|f, - f|‏ بم-تأك و «f, (x)- f(x)|s20(x)‏ 
٤٤ aliu) (Vnz1)‏ ×)» عندئذ نحصل بفضل مبرهنة التقارب 
المرجح (الصيغة الحقيقية) على 

Jim KE (fs = که(‎ lim lf- fdu 
= f lim |f - f du- 0 


وهو المطلوب. 8 
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ملاحظة 62.6: يتضح من الخواص السابقة أن (»,+,(ر,ظ,ك) مّ؟) فضاء 
متجهات على الحقل C‏ 
تطبيق 163.6 لتكن fe 2 (R,£,m)‏ . لنثبت أن مُحولة فورییه؟ 
(Fourier transform)‏ للدالة f‏ المعطاة ب . 

e " " f(x)dm(x):x RA ©‏ حر - (س) 
دالة متصلة على .R‏ 
بالتأكيدء ينتج عن کون f‏ قابلة للجمع على e" f(x) OR‏ هي 
بدورها AU‏ للجمع على R‏ 
لتکن Cus {wp} CR‏ وبماج ow,‏ عندما جم. نضع 

. f(x) =e f(x) 5 f(x) =e" f(x) 
«f| =| =|م‎ If]. و‎ n o عندما‎ f, — fo من الواضح أن‎ 
عناصر المتتالية قابلة للجمع على *1. نستنتج من‎ US إذن‎ «(Vn2 1) 
d مبرهنة التقارب المرجح (الصيغة المركبة)‎ 

« lim fp fad = f, fodm 
متصلة عند النقطة‎ f أي‎ « lim f(w,)- f(wo) Li وهذا يؤكد‎ 
noo 


E.R اختياري في 1 فان متصلة على‎ wo Ol وبما‎ cwo 


4- مقارنة تكامل لوبيغ بتكامل ريمان 


نشير = ل للفترة المغلقة والمحدودة «J=[a,b]‏ حيث 





(1830-1768) [Jean Baptiste Joseph Fourier] جوزاف فورييه‎ E 
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b > o‏ > > مب كما نذكر آن دالة حقيقية f:J9 R‏ هي (ر)-قابلة 
للمكاملة على (f e R(J) Gi) J‏ إذا وإذا فقط كان 


€) — «inf {S(f,P)}= sup {s(f,P)} 
PEP, PEP, 
US حیث إط = وغ >... > را > و = ه) = ۶ تقسيم للفترة (۰ 7 أسرة‎ 
مجموع‎ (S(f,P) (علی الترتيب»‎ s(f,P) تقسيمات الفترة ل و‎ 
الموافقة للتقسيم م.‎ f داربو الأدنى (على الترتيب» الأعلى) للدالة‎ 


إذن» حسب التعريف» فالقيمة المشتركة )7( تمثل تكامل ريمان f‏ على 
J‏ 


قد يتساءل القارئ عن العلاقة التي تربط تكامل لوبيغ بتكامل ريمان» 


والإجابة الجزئية عن هذا التساؤل تحملها المبرهنة التالية Cus‏ تنص 
على أنّ US‏ دالة محدودة على ۸ ولر)-قابلة للمكاملة هي (ل)-قابلة 


مبرهنة 64.6: کل دالة حقيقية f‏ محدودة على الفترة المتراصّة J-[a,b]‏ 
و(ر)-قابلة للمكاملة هي (ل)-قابلة للمكاملة» ولدينا 


b 
. [fdm - [f dx 
a 
mJ متتالية متزايدة من التقسيمات للفترة‎ Idus إثبات: لتکن‎ 
-057 lim S(f,P,) ديه و‎ lim s(f,P,) 
no no 


b 
ا (حسب‎ 4» =٠ = (ر)- قابلة للمكاملة أن ره‎ f ينتج عن کون‎ 


(7)). نضع 
Ez, (x)‏ دك (x)= 2۳۶) (x) un(x)=‏ م۰۷ 


لدينا فورًا من أجل n21 US‏ : 
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أ. الدوال uy‏ وميا محدودة وقابلة للقياس بمفهوم لوبيغ» 


(Vn21) cu,<f<v, ب.‎ 
متناقصة»‎ {Vn} متزايدة و دم‎ {Un} تدم‎ m 
. |vndm=S(f,P,) و‎ [u,dm-s(f,P,) È 


ينتج عن کون f‏ محدودة وجود ثابت »> >0 بحيث df(x)) s M‏ 
:«(vxe?)‏ ومنه |u(x)s2M‏ و (VxeJ)  ۷,)(|>2‏ 
«(Vn > 1)‏ نستنتج من الخاصيتين (I‏ وت) وجود دالتين قابلتين للقياس 
(بمفهوم لوبيغ) u,v:J <R‏ بحيث u,—ou‏ و اجک وء وعليه 
فان من أجل US‏ 7<1 » لدينا 
SV‏ و > با ۰ (حسب @(( vn - u,| > 4M 3 V, —Ug——V-u‏ 
بتطبیق مبرهنة التقارب المحدود 42.6 نحصل على 
dm - lim (f,v,dm- |, udm)‏ ولا - u)dm- lim [ (v,‏ - )را 
no no‏ 
lim S(f,P,)- lim s( f,P,)=0‏ = 
noo 5 n—oo‏ 

وهكذا فان di-m «u-v‏ (مع التذكير (usfsv Gl‏ وعليه فان 
f (53 t-m ۶-۷‏ قابلة للقياس بمفهوم لوبيغ. لدينا من جهة 
«gyal‏ 

« fl flam = |) Mdm = M(supJ - inf J) > مه‎ 
ثانية‎ Spe بتطبيق مبرهنة التقارب المحدود‎ . fe € (J,)0 £C, m) ومنه‎ 
إضافة إلى أن‎ «ve (4,0 £,m) oi نجد‎ Watsi للمتتالية‎ 

b 

lim [v,dm-— lim S(f,P,)- [,vdm- | fdm= | f(x)dx 
n—»oo مج‎ a 
b 
n. [,fdm- jf(x)dx T وهذا یثبت تساوي التكاملين»‎ 
0 


لدينا النتيجة التالية: 


مبرهنة 65.6: لتكن f‏ دالة حقيقيّة معرفة على فترة LICR‏ 


234 للب النظرية العامة للقياس والمكاملة 


1 إذا كانت f‏ (ر)-قابلة للمكاملة على T‏ فإتها قابلة للقياس بمفهوم 
لوبیغ. 

2 ذا كانت f‏ و |f|‏ (ر)-قابلتین للمكاملة على I‏ فان 
cfe S (zz £m)‏ (ضافة إلى أن 


B 
(B = supI و‎ a=infI (حيث‎ ۰ ] fdm- f f(x)dx 


إثبات: نفرض على سبيل المثال أن ]6/,[ < 2. 

1 ينتج عن کون f‏ (ر)- قابلة للمكاملة على 2 أتها (ر)-قابل للمكاملة 
على US‏ فترة متراصة من ۰2 وبالتالي فهي قابلة للقياس بمفهوم fag)‏ 
على -I‏ 

2 لتكن رہ (م0) و,ء,[م6) متتاليتين من 2 بحيث نعلا {an}‏ 
و 78 وم [,6]. لدينا بمقتضى المبرهنة 64.6 ما يلي 


B Ba 
+0> A= f|f|dx> j|f|(x)dx 
a وه‎ 


3 Fa, o Mid = Lf, i, idm 


بوضع (Vn21) «f, - |۴2۳ p‏ ثم استعمال متباينة فانو نجد 
f, |f|dm = f, lim f, dm «lim f, f, dm <A > o‏ > 

.fe$ (zz £,m) ومنه‎ 

لدينا من جهة أخرى بفضل الصيغة المتصلة لمبرهنة التقارب المرجح 

(انظر تمرين 23) ما يلي 


7 b 
[fdx- lim, [fdx= lim, §, „fam 
d a>a* ۾‎ asat V^ 
bog bog 
2 a Um. fas) 11 im} = ae fesi Tu 


Im Sanat e, = Lifidm 
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وهو المطلوب.ا 


ترميز: إذا كانت Alla f.‏ (ل)- قابلة للمكاملة على فترة JOR‏ وفق قياس 
لوبیغ Lm‏ نكتب a=infJ) f fax‏ و (b-supJ‏ بدلا من 
[,fdm‏ . 


تميّز المبرهنة التالية الدوال ال(ر)-قابلة للمكاملة عن غيرها على فترة 
منتهية. لدب 


مبرهنة 66.6 [لوبيغ]: لتکن Alla f‏ حقيقية محدودة على فترة متراصة 
.J = [a,b]‏ عندئذء تكون f‏ (ر)-قابلة للمكاملة إذا وإذا فقط كانت متصلة 
.di—m‏ 


إثبات: 83( gi Y‏ مجموعة نقاط تقطع الدالة f‏ هي قابلة للقياس 
بمفهوم GY dup)‏ متمّمتها مجموعة من «Gs lai‏ وبالتالي فهي 
مجموعة بوريليّة. ١‏ 
سوف نستعمل نفس الرموز الواردة في بیان المبرهنة 64.6. لقد رأينا آن 
کون f‏ (ر)- قابلة للمكاملة يستلزم u= ۶ - ۷ Ol‏ تقريبًا أينما كان. 
نضع الآن 

.T={xeJ:u(x)= f(x) -v(x) & xeP,, Vn2 1) 


لتكن eT‏ م۰ نفرض f C)‏ غير مئصلة عند مكاء Mae‏ بوجد 0»£ 
وتوجد ر (م×) بحيث ma oo‏ و 5 <|(م»)م-(,)راء 

«(Vn2 1)‏ ومنه 0< cv(xg)-u(x9)2‏ وهذا تناقض. 

er d o3‏ ۷ تقريبًا أينما كان على «J‏ وذلك لكون المجموعة 
عكسيّاء لتکن x,‏ نقطة اتصال ل Maie cf.‏ من أجل US‏ 0< توجد 
فترة CJ‏ ]6+ 8,۷ مد[ دول بحیث inf f(t)<e‏ یس 


tes 


من أجل العدد 6 و وم كبير بقدر کاف» يوجد تقسيم x EN‏ 
تنتمي إلى فترة جزئية ای[ من ول. نختار من أجل n» ng US‏ 
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اشيم 8 سیت uaail B, CB,‏ طلى 
«(Vn2 ng) «0xv,(xo)-u,(xo)«s‏ 
ومنه -u(xo) -v(xo)‏ 
f Dj Ly‏ متصلة تقريبًا أينما كانت فاتنا نحصل على «di-m «u-v‏ 
ومن È‏ فان [udm- [vdm‏ . نستنتج من مبرهنة التقارب المحدود أنّ 
Jim s(f,P,)= lim ,u,dm- [udm‏ 


lim S(f,P,)= lim [,v,dm- [vam 
n> n> 
(ر)-قابلة للمكاملة على‎ f ومنه‎ » lims(f,P,)- lim S(f,P,) o3 
n—oo n—oo 
b 
E. [f(x)dx- [udm = [udm ولدینا‎ «J 
a 


مثال 67.6: نعتبر الدالة ‏ ج[0,1]: f‏ المعرفة ب 
“f =1- XQ^[0,1]‏ 


لدينا cd-m «f=1‏ وبالتالي تكاملها بمفهوم aug)‏ يساوي ۰1 Lain‏ 


مجموعي داربو الأدنى والأعلى هما 0 15« علی الترتيب. ومن e‏ 
فاتها ليست (ر)- قابلة للمكاملة على ]0,1[- 


یکمن الخلل في کون مجموعة نقاط نقطع f‏ هي الفترة ]0,1[ بأكملهاء 
وهي غير مهملة. 

ملاحظة 68.6: C)‏ فرضية Alla |f|‏ (ر)-قابلة للمكاملة هي ضرورية للغاية 
yl,‏ فلا معنی لتکامل لوبیغ في مثل هذه «Ala‏ ويعود السبب ol cl‏ 
کون f‏ (ل)- قابلة للمكاملة یستلزم أن [f|‏ (ل)-قابلة للمکاملة. نشير إلى 
Cj‏ هذه الحالة لا تظهر Y)‏ عندما تکون f‏ ذات اشارة اختياريّة. 





يبيّن المتال التالي أهمّية هذا الشرط: 


مثال 69.6: نعتبر الدالة ج f:‏ المعرفة ب 
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sinx 
ليست (ل)- قابلة للمكاملة لعدم تحقيقها للشرط‎ f إن‎ 
8 oe. DEM *?|sinx 
بينما تكامل ريمان المعتل 94 .352( ولدينا‎ © | — dx = +00 
TOES TEE EU .. "?sinx 
هو نصف متقارب.‎ f fdx التكامل‎ Dj Sus نقول‎ . [= Ww 
-0 —oo 


ملاحظة 70.6: في الواقع US‏ الخصائص المحصل عليها بفضل تكامل 
duy‏ تبقى صحيحة بالنسبة إلى تكامل ريمان بما فيها متباينة فاتو 
ومبرهنة التقارب الرتيب غير أن قابلية المكاملة لدی التهاية ليست على 
متتاليات من الدوال ال (ر)-قابلة للمكاملة والرتيبة بحيث تكون نهاياتها 
غير قابلة للمكاملة» يعود هذا لعدم تمام فضاء الدوال (ر)-القابلة للمكاملة 
باللسبة إلى نصف المعيار 

“4 Ifl, = [a,j fam 


مثال 71.6: نعتبر مجموعة كانتور من المرتبة 1 > ه >0: 
,9 لا | ول = ,6« حيث ]0,1[ = .J5‏ نعرف من أجل US‏ 1 <0 الدالة 


n21 


5 n 
من السهل التأكد من آن‎ .6, = UO حيث‎ ۰, zo, 
k=1 


do—f-1-2. 
غير متصلة على ي٤ . لإثبات هذه القضية نفرض العكس»‎ f إن النهاية‎ 
بأخذ 4 < و يوجد 8<0 بحيث‎ .f— نقطة اتصال‎ Xo € C, لتكن‎ 


من أجل US‏ ول x‏ يحقق 6 >|مد- | |fG9-f(xo)|«$ UB‏ 
بما C, =2 Ui‏ فاته توجد ول × بحيث [x-xo|«8‏ وي x‏ 
لدينا «f(x)21 o3‏ ومنه Bas «[f(x)-f(xo)-|t-0|«d‏ 
نستنتج فورا من المبرهنة 66.6 آن f‏ ليست (ر)- قابلة للمكاملة OY‏ 
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-m(C,)=1-a#0 
كوشية بالنسبة لنصف المعيار‎ (fj, لنثبت الآن أن المتتالية‎ 
محدودة بانتظام‎ (f), يكفي الملاحظة أن‎ fl, = f, lfldx 
لنحصل بفضل مبرهنة اتقارب لمحدود على‎ fr—of و‎ 
. وبالتالي فهي منتالية كوشية على و1‎ ۰ lim |f, - f], = 0 
لدينا من جهة‎ 
ار‎ ۳ Ac, |dm f, (1 Xc, )dm 
=1-(1-a)=a<o0 
US ومن جهة أخرىء فان‎ Jo (ل)-قابلة للمكاملة على‎ Alla f أي‎ 
f, مجموعة نقاط تقطع‎ GY حدود المتتالية بر هي (ر)-قابلة للمكاملة‎ 
لا توجد دالة (ر)-قابلة للمكاملة و بحيث‎ ah مهملة. نشير في الأخير‎ 
والا وجدنا‎ (lf - g|dx - o 
» flf - gldx > pf — f, |dx- flf, - g|dx o 














أي p(f-g)dx-0‏ » ومنه Va sc fdx- pgdx‏ يعني أنّ ۶ 
دالة (ر)-قابلة للمكاملة» وهو تناقض مع ما بيّنا أعلاه. 


العبرة: فضاء الدوال ال(ر)-قابلة للمكاملة والمحدودة على [0,1] = مل 
ليس GG‏ بالنسبة إلى نصف المعيار f, lfldm‏ = و۰۶ 


مسألة محلولة 


f:ROR os‏ دالة متصلة و 7-دوريّة» و لتكن £ ۸٤‏ بحيث 
.m(A) «o‏ 
أحسب النهاية التالية:  lim f f(px)dx‏ . 

po 
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تطبيق: أحسب هذه عن من أجل (JI gall‏ الدورية التالية: 


f(9-‏ و لگ( 


1- cosa cosx cosx t sinx +2 


-& ۶ 0(mod[z]) حیث‎ 


الحل: 


إذا كانت A‏ مجموعة جزئية مهملة فان lim f, f(px)dx-0‏ . 
poo‏ 
ذ فرض اذن أن O<m(A)<o‏ ولنحسب النهاية من أجل فترة 


مفتوحة ]ط,ه[ =۸4. OSS‏ > 





ER rn‏ يوجد عددان طبيعيان 


sm‏ 0 بحيث 











P pego I E ip Cy p< tir 
p p p 
ومنه‎ 
الك اي‎ mei دا‎ 
0-0-1 
8 2 frat tsi OO h prs 
p p 
vu 1 
= f" f(px)dx+ Inf (ex) ax + Ha fo f(v)ay 
p 
عندئذ‎ ۰ M= sup |f(x)| نضع‎ 
xe[o,T] 
SUN 
۲ Flex) |dx 
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nti b a n-m-1 
+ xX) dx +|———— 
hr ۷ )(۵+ جح‎ 
<r Mrs RASEN MT > 
p p T p T pj p p 
و هكذا فان‎ 
)کچ‎ 
الحالة العامة:‎ 


ينتج عن کون 4 قابلة للقیاس Gf‏ من أجل كل 0<م توجد مجموعة 
مفتوحة VCR‏ تحوي A‏ بحيث + .m(VAA)«‏ نعلم C]‏ كل مفتوحة 
بخ ظ کب على ,فكل afi GE diac‏ لفترزات Lak, da fis‏ 
مثنى مثنى» ajc g‏ فان V= U ]a,,bpl‏ لدينا من ciga‏ 
n21‏ 

Hof) dx - f, f(px)ax| =| fF (x) d 

<Mm(V\A)<emM 
و من جهة أخرى فان‎ 
ilim n p f(px)dx= | lim 2 fn f (px)dx = X > (um f(x) 

= - ومحوط‎ ER x)dx) 

=(#5 ۶)(۵۰( (6, -a,)- 7 F f(x)dx 


ينتج عن (#) وممّا سبق آن 


Jim | f(px) dx - Jaf (px) dx|= 





lim J, f (px)dx— rD f (x) dx 
po 





=| lim [f (px)dx - " C f(x)dx- fF f(x)dx «eM 
مجم‎ 
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وهذا يژذي إلى 


lim j, f(px)dx— ma) ® f(x)dx > eM + "® عه |(مد) ع7‎ 
po 


۷۷۱ -<- الااع + الااع > 


إذن 
lim f, f(px)dx= "@ jT f(x)dx‏ » لکون ع فان زا 
po‏ 
تطبيق: 
D er 1 5‏ ۳ 
1 ان ELLO ail‏ متصلة 2-دورية 
) إن f(x) cosx+sinx+2‏ و 27-دورية على 
المستقيم الحقيقي. 


يكفينا حساب التكامل J= f" f(x)dx‏ . بتعويض × 3 Ur-y‏ 
ثم ر ب 2Arctant‏ نحصل على 
bar HM‏ ل ادر 


— $ a 
3t? +21 “(t+1/3)7+2/9 


= 22 dion 





و منه فان 
i _ m(A) 27‏ 
f(x)dx‏ و ^ Jim af (px)dx=—‏ 


m(A) 5 m(A) 
cap T 


1 ۳ 
)۶ متصلة و 2-دورية على 
cosa cosx‏ - 1 


المستقیم الحقيقي. يكفي o‏ حساب التکامل 
Ra‏ ےم 
cosa cosx‏ - 1 


c) (2‏ الدالة 


بتعویض 2Arctant ay È «z-y 2x‏ نحصل على 
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de بر‎ dt 


(1- ae +1+cosa 





2 ( 3 "^ 2x 
=——| Arctan| t- tant — = 
sina 2j] |sino| 


«a 20 (mod[z]) إذن» لدينا من أجل‎ 
8 2 m(A) 2r 
Im J, f (px) dx = و‎ f(x)dx 


_m(A) 2r  m(A) 


2z |sina| |sino| 








تمارين مقترحة 


OF‏ لیکن CC‏ ورور {an}‏ و C‏ ]م,1]:م دالة متصلة الاشتقاق على 

(Vxz 1) <A(x)= Ya, رل[ . نضع‎ +] 
nsx 

1( أثبت صحة العلاقة التالية من أجل كل >1 : 


E anp(n) = A(x)e(x)- f; A(t)o'(t)dt 
من أجل 5 > ۰2 حيث‎ pela x] x, [ra أحسب التكاملين‎ (2 


(€ (الجزء العشري للعدد‎ [x] = x- [x] 
استنتج ممّا سبق أن‎ (3 
5 


.(Ys>2), —<s(s)= Phe ae 


2 لیکن (E,Z, u)‏ فضاء قياس و .f €9I(E,Z)‏ 
1 أثبت أن 0 klfidu-‏ إذا و إذا فقط كان 0 - .Aü-u of‏ 
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2( أوجد ge OL (E, E")‏ غير معدوم بحيث 0 - وإ . 
۵ ) لیکن (E,Z,u)‏ فضاء قياس و f eOIL(E,Z)‏ بحيث 

(VAeZ), ff’ du- ff du 
„di-yu »f =0 des 
يحقق‎ fe 8 (J) فترة مفتوحة و‎ /- ]a,b[ «Guia ليكن 2 عددا‎ 2 
العلاقة‎ 

1 
(Vye7), —— f f(x)dx=a 
لإ‎ - Fay 


أثبت أن «.f-A‏ -تأك J‏ 
OF‏ لیکن (E,Z, u)‏ فضاء قیاس. A‏ و 8 مجموعتين قابلتين للقياس 
و (۸<,۸,ه) fe LÙ‏ . إذاكان 0-(448 )مر بيّن أن 
Jfdu-jfdu 3 fe$ (BB^Z,u)‏ 
06 لیکن (E,Z, u)‏ فضاء قیاس. A‏ و B‏ مجموعتين قابلتين للقیاس. لیکن 
© وط عددين موجبين تمامًا. نعرف المتتالية {fhs‏ كالاتي 
f, az,‏ إذا کان n‏ فرديّاء و وط = و إذا كان 7 زوجيًا. 
آحسب du‏ ,ای و du‏ وگ ]| ہا . ماذا تستنتج ؟ 
6 (تعميم متباينة فاتو): لتكن {fn} nog 9۲ (E,Z)‏ 
و he SL (E,2, u)‏ بحيث: 5<0+ .(Vnz1) «f,‏ أثبت أن 
dui > lim |, fpd yı‏ رس | ۰ 
OF‏ لتكن cN (E,Z)‏ ر {fn}‏ بحیث «lim f, = f‏ بر-تأك 
no -—‏ 
3 م > نك یا lim [fa du‏ . 
ثبت أن lim [fdu-[fdu‏ » من أجل كل .AeZ‏ 


8 أحسب النهاية lim fe fads‏ من أجل E-[0,1]‏ و 
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1 
.(Vn2 1) So qp] 
متتالية متزايدة بحيث‎ {En} CE فضاء قياس و‎ (E,Z, u) لیکن‎ 9 
o آثبت‎ .E- UE, 


n21 


n21 


lim |, fdu‏ مه یل 

.۶ 91ج‎ (E,Z) من أجل کل‎ 
mı CR’ 3 97 (E, E) ot 0 
.(Vn>1) «f, = min(f,u,) 


fun}‏ متتالية متزايدة . نعرتف 


أحسب النهاية التالية lim ۳۸ du‏ . 

مجم 
7 لتكن C 91“ (E,E)‏ ری (م) متتالية متزايدة إلى دالة بر-قابلة للجمع 
وموجبة تماما f‏ على E‏ أحسب النهاية lim fef, du‏ . 


2 لیکن )٤,2,/(‏ فضاء قیاس. (/6',5) فضاء قابلاً للقياس 
و ٤'‏ ج ٤:ص‏ دالة ALIB-(,5")‏ للقياس. 
1) نعرف القياس الموجب ]0,0[ ج لا : My‏ + 
((8) 2ه )س - .(VBex'), My (B)‏ 

FEM (E,Z) من أجل کل‎ o fdu, = f foodu أثبت أن‎ o 
القياس الموجب‎ ci ai, © 9 )۶,<( oi نفرض الآن‎ 2 

v(A)» [ody 2 v:E [0,2]‏ ر(لاءم؟). 
(vt 907 (E,2)), [fdv-[fodu dade‏ 
8 ) أثبت ci‏ من أجل كل f >9 (E,E)‏ و 0 a»‏ لدينا المتباينة التالية 


(bee: ((ه<()۶‎ > fap 
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2( فرضنا أن wap,‏ ( قياس الع ) و «fdu, «o‏ استنتج من 1) 
أن المجموعة }0 (x e E, f(x)»‏ قابلة للعد. 
3( نعرف من أجل كل مجموعة جزئية ACE‏ المجموع 
iX F(x) sup Y fa): JEA, Mes‏ 
xeA xeJ‏ 
آثبت f(x)= fdr. ol‏ > . 
xeE‏ 
ost 14‏ ]0,1[ -/ و م se‏ طبيعيًا بحيث 8 > م OX‏ نرمز 2 P,‏ للعدد 
الطبيعي Cus pp...p‏ م یتکرر n‏ مرة. نعرف الدالة R^‏ ج 1 : ب 


0, 0م لع ير‎ 
ورن‎ n max{neN: [ 10" x ۴ Pn}, ۷ ۶ 10۵ 


(أي m Qj‏ هو عدد تكرار p‏ مباشرة بعد الفاصلة عند كتابة x‏ على الشکل 
العشري) 
1( آثبت أن الدالة 1-1۳۳ :۶ المعرفة ب - f(x)» X nz,, (x)‏ 
n21‏ 
تساوي كرء Gom‏ أينما كانت في J‏ حيث 
(Vn>0), Jn = [(P,,,-* 1): 107" (P,  1)-107^[‏ مع 0= P‏ 
2( أحسب قيمة التكامل [fda‏ 
f e € (R, C, m) osa 16‏ و eO (R, C)‏ و بحيث 


- (VxeR) « |f(x)|la(x)| و‎ fe ما‎ 


أثبت أن الدالة 18 ج 7:18 المعرفة ب 
f(x)‏ 
h(x) =} g(x)‏ 


0, g(x)=0 


, 9(x)#0 
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عنصر من (R,£,m)‏ € . 

6 هل الدوال التالية قابلة للمكاملة على مجموعة التعريف المرافقة لها؟ 

.0>»>1 حيث‎ f(x)= ]هر0[: معرقة ب کح‎ +R i 
a 


ax 


ب. R‏ ج ]ه,0]: و معرفة ب 67 <()۰9 حیث 0<0. 
ت. +R‏ ]مر]:ه معرقةو ^ h(x)2x‏ حیث 51 >0 . 
ث. ۳ -[0,1]:» معرفة ب (x)‏ برو ري © k(x) = exo) (x) x‏ 


.0 > 0/>1 و‎ 6<0 àa 
أحسب التکاملات التالية‎ JF 
أجل عدد حقيقي 1 < م.‎ Jp fm x)? dx 
من‎ >» = 
lap (1- xy 
.0 < 1 حيث‎ a lax 2 
` fova]%ee (x)Arctanxdx 3 


18 لتکن f:[a,b]>R‏ دالة معرفة ب 


x^, x¢Qo[a,b] 
f(x)- + روم‎ x- e Qn [a,b] 
q q 
 ] (۶ 477 أحسب قيمة التكامل‎ 
أحسب النهايات التالية:‎ 9 


«c20 حيث‎ . lim t) 2*dx (1 


no 


۲ 2 -3x 1 4 
« lim ade Tes en] dx (2 


شمسا 


2 
۰6, < 0 من أجل‎ «lim sar Danae rj (3 
x+n 
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fn dx (4‏ درم lim‏ ۰( >0>0 ) حیث = f(x)‏ استتج أن 
lim n( Yb- Va) = n?‏ . 


مج 
0 ليكن (E,E,u)‏ فضاء قياس و {Ap} o CE‏ متتالية متزايدة بحیث 


. lim مق )م‎ ) - o و‎ ae 
إلى‎ ٤ متقاربة بانتظام على‎ f(x) = um ممه زيم اير‎ O أثبت أن المتتالية‎ 
أين یکمن الخلل؟‎ . lim f. f, du f, lim f,du=0 بینما‎ f-0 
noo noo 
بحيث‎ ۶97 (E,Z) فضاء قياس و‎ (E,Z,u) لیکن‎ 1 
حيث 0 < م.‎ 0 > f fPdu<o 
ناقش حسب قيم العدد 0 < ج النهايتين:‎ 
. lim ات یا‎ 2) 27 3 lim n fe )معدم‎ £) du 
no 
could فضاء‎ (E, E, u) (الصيغة المتصلة لمبرهنة التقارب الرتیب) ليكن‎ 22 
متتالية متزايدة بحيث‎ (fi), COM" (EZ) و‎ 1'- [Ay] c R 
قابلة للمكاملة على‎ f cj أثبت‎ ag eT ج ری عندما مه ج »» حيث‎ f 


oly E 
. lim ff,du- [fdu 
a> E E 
فضاء‎ (E,Z, u) (الصيغة المتصلة لمبرهنة التقارب المرجح) ليكن‎ 8 
‘fa f بحيث‎ {fo} pep MEZ) و‎ 1'-]6,7/[- R قیاس.‎ 
للجمع‎ AL ج »© .ء حيث 2 وله . نفرض وجود دالة‎ ag عندما‎ 
)(| >9)( تحقق‎ g:E— [0,o] 
. lim |. f,du- f fdu oly E قابلة للجمع على‎ f أثبت أن‎ 
aa 


acr 





4 لیکن + عددا Gia‏ في ]1,1-[. 


248 لب النظرية العامة للقياس والمكاملة 


1( أحسب ANS:‏ ۲ و cosx‏ العبارة التالية: 





1 1 
Sash 7 
1- عم‎ ۲ 1-re!* 

2( آحسب بطریقتین مختلفتین التکامل: 


1 
J- — ——É— — dm(x 
واه‎ (n) 


6 لیکن 0<ه و f(x)= Xf, (x) 2X» f:]a,o[ oR‏ حيث 
n>1‏ 


(a) 
1+ (nx)? 


1( أثبت f ci‏ دالة (-قابلة للجمع على .]a,oo[‏ 


.(Vn>1) «f, (x)= 


2( أحسب 
d dx < 9‏ | 
x ‘° > fa,aqlfnl ax‏ ملعمو[ > د Jot x‏ 
lila (3‏ تستنتج في حالة ما إذا كان fa-0‏ 


26 1) لتكن  R‏ ]ره[ = 2 : ۷,م دالتين محدبتين. أثبت أن QV‏ 
و ۰6 (6<0) دالتان محدبتان في 1. 
{op}‏ متتالية من الدوال المحذبة في I‏ بحيث 


2( آثبت أنه إذا كانت وحم 


9,0 في I‏ فان م dn‏ محذبة في OI‏ 
R oss 7‏ ج ]ط,ه[ = 7:ص دالة محذبة. استنتج من متباينة جنسان Ol‏ 


n 


n 


من أجل كل clos )×[ yer‏ 


n n 
of Z am [> E o;g(x;) 
i-1 i-1 


28 باستعمال متباينة جنسان أثبت AX‏ من أجل m) (a), c ]o,o[‏ 4314( 
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وه>م>1 فان 


ien 


p 
(£5) (er) 
-1 i-1 
f:E[0,*o[.5 u(E)=1 فضاء قياس بحيث‎ (E,Z,u) لیکن‎ 9 
hn ff d> flr f du 
طالما كان الطرف الأيمن معرفًا جيّدا.‎ 
دالة معرفة ب‎ f: “125 OR ou 0 
Pot) سد‎ (x) 

1 أثبت أن » من أجل كل 0 <۰۶ -f(,t)e € (R,£,m)‏ 
2( إذا عرفنا الدالة R‏ ج ]ه,0[ : © ب F(t)= f f(x, t)dx‏ برهن O‏ 
F(t)‏ قابلة للاشتقاق من أجل كل 0< ict‏ أوجد F'(t)‏ . 
3( استنتج عبارة .F(t)‏ 
01 لتكن Ata f :[0,1]x[0,oo[  [0,oo[‏ معرفة ب 

f(x,t)= 1 ,e£* 77) 

1+x 


.F(t)- [o,f (x,t) ox نضع‎ 
- im F(t) و‎ F(0) أحسب‎ (1 





2( أوجد عبارة الدالة المشتقة F'(t)‏ ۰ ثم استنتج قيمة الكامل 


5 ۳ e? dx 


des 2 





Poa 1 1‏ 
م f= dx= > SSS‏ 
mo P+ 209 p+(2n+1)q‏ 1 + تير 
من أجل p»0‏ و 0< »ثم استنتج مجموعي السلسلتين التاليتين 
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ses meu 
nso\1+2n م226‎ n>o\ 1+ 4n 3+4n 
أثبت آن‎ .ce C و‎ fige $1(E,Z,u) لیکن‎ 88 

1( (۸۸,<,ع) (9 > و + . 

|| Elf (2 


eua الفصل‎ 


فضاءات قياس الضرب 
ومبرهنه فوبنيه 


الفصل السابع 
فضاءات قیاس الضرب 
ومبرهنة فوبتیه 


لقد تعاملنا في الفصول السابقة مع فضاء قياس وحيد ودوال ذات متغيّر 
cus g‏ بينما سنتعامل في هذا الفصل مع ضرب فضائين أو أكثر من 
قياس الضرب» ثمّ الدوال القابلة للقياس وأخيرًا تعريف تكامل الدوال 
القابلة للقياس بالنسبة إلى قياس الضرب. ستكون نقطة الانطلاق فضائي 
قياس ح-منتهيين (Ey)‏ و (ELE u’)‏ تجدر الإشارة أولا إلى OF‏ 
الأسرة (AxB: AEL, BEE}‏ ليست على العموم عشيرة ولا جبرًا 
لأتها غير مستقرة بالتسبة إلى lan‏ التتميم. لذلك ينبغي لنا تعريف 
عشيرة مناسبة على الضرب الديكارتي '6“اثٌء نرمز لها ب 
۲( ثمّ نعرّف على هذه الأخيرة قياسًا موجبا بر ©4 يعمّم مفهوم 
قياس مساحة المستطيلء أي يمتاز بالخاصية التالية: 
.(Y AEX, Bez’), (48 u")(AxB)- u(A)u'(B)‏ 
f(xy):Exe&' SR‏ على ExE'‏ ب fd(u@y')‏ › الذي 
يكتب تحت شروط معيّنة على f‏ والقياسين بر و ۶ كالآتي: 
fe lef(xy)du(xdu'(y) si f fGcv)du'(v)du(x)‏ 

هذا ما تتناوله مبرهنة فوبنيه" (Fubini)‏ التي تعتبر من إحدى المبرهنات 
الرتيسة لهذا الفصل فهي تنص أساسًا على Dj‏ التكامل بالنسبة إلى 
قياس الضرب يمكن حسابه عن طريق تكامل لوبيغ المعرّف في الفصل 
السادس وذلك بمكاملة ألا الدالة f(x,y)‏ بالنسبة للمتغيّر x‏ على «E‏ 





(1943-1879) [Guido Fubini] غيدو فوبنيه‎ (' 
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ثم نكامل النتيجة المحصل عليها (بالنسبة للمتغیر (y‏ على .E'‏ كما 
نحصل على نفس النتيجة إذا ما كاملنا الدالة f(x,y)‏ بالنسبة للمتغيّر 
y‏ على ei E‏ نكامل العبارة المحصل عليها (بالنسبة للمتغيّر (x‏ 
على . في الواقع هذه التتيجة مألوفة في المقرّرات التمهيديّة للحساب 
من أجل دوال متصلة على .ExE'‏ 


لأجل هذه الدّراسة نقدم التعاريف والمبرهنات التالية: 


1- فضاءات قياس الضرب 

لیکن (E,Z,u)‏ و (E,E, u")‏ فضائي قياس ح-منتهيين اختياريين. 
نستهل بالتعريف التالي: 

تعريف 01.7: نسمّي مستطيلاً قابلاً للقياس في EX E'‏ كل مجموعة من الشكل 
8 بحيث AEE‏ و "2 ۰8 كما نسمّي مجموعة أولية کل اتحاد Aiia‏ من 
المستطيلات القابلة للقياس والمنفصلة مثنى مثنى. 

سوف نرمز لأسرة کل المجموعات الأوليّة ب £ . 

ان الأسرة E‏ جبر مجموعات على EXE’‏ كما تبيّنه القضيّة التالية: 


قضية 02.7: ان © جبر مجموعات على ٤× ٤'‏ . 


إثبات: نلاحظ Vj‏ أن 6 ۰6*۴۰ ومنه EXD‏ 

لیکن A‏ و8 عنصرين من ۰۶ توجد مستطيلات قابلة للقياس ذات 

عناصر منفصلة مثنی مثنى fla} in‏ بحيث A=UP,‏ 
i-1‏ 


و .B-| Ja,‏ وعليه فان 


ja 


«AnB- |] (PQ )eE 
iiim 
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مع الملاحظة [pa] oi‏ مستطيلات قابلة للقياس ذات عناصر 
لتكن الآن (CEE‏ یوجد عدد منته من المستطيلات القابلة 


للقياس والمنفصلة مثنى مثنى ,5× ,۸= ,۰۲ (1<ism)‏ بحيث 
cc =L JP‏ ومنه = . 

i=1 i=1 
«Pf =(R,xS,)° =(R; xE')U(R, xS; ) gj bay 


و 2=) P EE o3 (R xE") A(R, xS‏ وبالتالي ٤€‏ ۸ . نستنتج 
من هذا أن € جبر على W.ExE'‏ 

ترميز: سوف نرمز ب 292۳ للعشيرة المولدة £ على 'ع»اع. 
نقتّم فیما يلي بعض الخواص التي تتمئع به العشيرة "2۵2 وکحالة 
iala‏ سوف ندرس ضرب عشیرتین بوريليتين B(E)‏ و -B(E'")‏ 
قضية 03.7: ليكن (E,Z)‏ و (E42)‏ فضائين اختياريين قابلين للقياس 


و ع ج E' «p, :EXE'‏ 'ع «اع : رم الإسقاطين المعياريين على E‏ و E!‏ 
على الترتيب» المعرفين ب 


.V(x,y)eEXE' «p,(x,y)=y 9 p,(x,y)=x 
«Maie. 


2( الدالتان p,‏ و p,‏ هما -(Xe2 2"), (ZeX',X)‏ قابلتان للقیاس. على 
الترتيب. 


2( العشيرة X8 X'‏ هي أصغر عشيرة على المجموعة EXE'‏ تجعل الإسقاطين 
p,‏ و p,‏ قابلين للقياس. 


إثبات: 1) ليكن 4٤<‏ . من الواضح أنّ 
p,(x,y)= xe A]‏ : 'ع »اك p; (A)={(x,y)‏ 
۲ 2 'غكام = 
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أي «p; (Z)CEeZ' U‏ وعلیه فان Ala p,‏ (5855)-قابلة 
للقياس. كما نبرهن بنفس الكيفية على p, CJ‏ دالة (2۵2۶2)-قابلة 
للقياس. 
2( لتكن T‏ عشيرة على ExE'‏ تجعل الإسقاطين p,‏ و «p,‏ على 
الترتيب» (1,5) و culi (T, E")‏ للقياس. عندئذء من أجل US‏ <۸6 
و82 فان 

-p; )۸( p; (B) =(AXxE') n (ExB)er 
نحصل فور على‎ (AxE') 6 (ExB)- AxB T بملاحظة‎ 

(AxB, AeZ, BeZ'] cT 

وهكذا فان ۰2۵2۰۲ إذن 2۵2 هي أصغر عشيرة على ExE'‏ 
تجعل ,م و رم قابلين للقياس.ط 


لیکن (ET)‏ و (ELT)‏ فضائین طبولوجیین. نسمّي مستطیلاً مفتوحا 
في US ExE'‏ مجموعة جزئية PCEXE'‏ تکتب على الشکل 
BET's AET Cus 28‏ سوف نرمز ب 787۰ لأسرة 
US‏ اتحادات المستطیلات المفتوحة في EXE’‏ هذا يعني Qj‏ أسرة 
المستطیلات المفتوحة في ExE'‏ تشکل قاعدة للطبولوجیا ۵7۰ 7. 
بامکاننا Cal‏ إثبات TOT D‏ هي أصغر طبولوجیا على ExE'‏ 
تجعل الاسقاطین المعیاریین p,‏ و p,‏ متصلين. لدینا Aia ual‏ التالية: 


مبرهنة 04.7: لیکن (E,T)‏ و (E, T")‏ فضائین طبولوجیین بحیث تکتب US‏ 
مجموعة مفتوحة من EXE’‏ (المزود بالطبولوجیا 97 7) على شکل اتحاد 
قابل للعد من المستطیلات المفتوحة. عندئذ 
-Bror (ExE')= B, (E)e B,.(E')‏ 
إثبات: لنثبت Y‏ الاحتواء التالي 
-B(E)eB(E') c B(ExE')‏ 

بما أنّ الإسقاطين p,:ExE'— E.‏ و p,:ExE'— E'‏ مئصلان GY)‏ 
على سبيل المثالء لكل مفتوحة V‏ في üs E‏ 
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cp; (V)-VxE'eTeT'‏ وهذا يثبت اتصال الدالة (p,‏ فان الدالتين 
,م ورم بوريليتانء بمعنی (B(ExE'),B(E)) Ui‏ 
و (('6'(,18)6*<ع)8)-قابلتان للقیاس» على الترتيب. نرى من القضية 
السابقة 2( à‏ 
(E) c Bs, (ExE')‏ 915 (ع) B,‏ 
لإثبات الاحتواء العكسي يكفي التأكد من Cl‏ 
-T@T'c B(E)eB(E')‏ 
ليكن 4WeTeT'‏ توجد Maie‏ متتالية من المستطيلات المفتوحة 
ری( ۷۷) بحيث (,'/< ,لا)ل | - ۰۷۷ ينتج عن الانتماء 
«(Vn2 1) «v,xv',eB(E)e B(E')‏ 
«We B(E)@B(E') ti‏ ومنه .TeT'cB(E)e B(E")‏ 


W.S(ExE") c B(E)eB(E") «o3 


ملاحظة 05.7: 1( تبقى المبرهنة محققة إذا كان لأحد الفضائين 
الطبولوجيين (E,T)‏ أو (ET)‏ قاعدة قابلة للعد. 
2( إذا كان (E,d)‏ و (E'd')‏ فضائين متريين قابلين للفصل فان 
‘Bror (ExE')= B, (E)e B,.(E")‏ 
حيث أن 7 و "7 الطبولوجیتان المستخلصتان من المتريتين ل و "۰۵ 
على الترتیب. وکتطبیق مباشر ub‏ من أجل ۰۱-1 K-R‏ أو 
K=C‏ ( كلها فضاءات قابلة للفصل): 
B(K"xk")- B(k"")‏ 

.(vm,neN’) ۰ = B(k”)@B(k’) 

= B(K)e...@ B(K) 

ر من 

(m+n)-times 

سوف نعرف من خلال المبرهنة التالية ضرب قياسين »-منتهیین لم 
y's‏ على ۰۶۵2 في الواقع سنعرف Vj‏ هذا الضرب على الجبر E‏ 
ثمّ نمدّده إلى العشيرة DOD’‏ فیما یخص كيفية حساب هذا الضرب 
عمليًا سوف نتطرق لها لاحقا في cà gil‏ 19.7. 
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مبرهنة 06.7: لیکن (E, £2, H)‏ و (EX, ui")‏ فضائي قياس »-منتهیین. إن 
الدالة [ 0,0[ 2 £ y:‏ المعرفة ب . 


(Qn -Enae 


من أجل US‏ جملة 4 , ,۰8 رم = {P‏ ذات عناصر منفصلة مثنى (ga‏ 
قياس موجب و ٥-منته‏ على E‏ ويقبل تمدیدا وحيدًا إلى .EeE'‏ 
نرمز لهذا التمديد ال -منته (الوحيد) إلى "292 ب اب ۸/۵ . 


إثبات: نلاحظ ألا أنّ y.‏ دالة موجبة تحقق 
-v(2)-v(2x2)- u(2).u'(2)-0‏ 
لتکن (Qj CE‏ متتالية ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى بحيث 
-s-[Ja, eE‏ 


n>1 
k, ex 
«(Vn21) «Q, = (4, x8,) 
i=1 
عندما زعدز.‎ AxB)0(4x8B)2 © و‎ 15k, «o حيث‎ 
ينتج عن انتماء 5 إلى £ وجود جملة منتهية من المستطيلات القابلة‎ 
.s- (xn) للقیاس المنفصلة مثنى مثنى ,60,(7) بحيث‎ 
1-1 


نستنتج ما سبق أن من أجل (x,y) ۶۶۰ US‏ ولدینا 
(x)= È xe (e (v)‏ بط a (y)‏ 
ta (xy)- $6. ()xs, (y)‏ - 


n=1 i=1 
نستنتج فورا من‎ cye E' ونكامل بالنسبة إلى‎ E الآن × في‎ cst 
C) 19.6 المبرهنة‎ 


o عل‎ (x)= ۶ پم(‎ (x) 


n=1 i=1 


ثم بالمكاملة بالنسبة إلى xeE‏ نحصل على 
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Estee) (3st) 


n=1\ i-1 


o3 


»t9)- (Ua. )=- 8 


n21 
قياس‎ y أن‎ OY قياس موجب على 6. لنثبت‎ vO) وهذا يثبت‎ 
ور ©-منتهيين وجود‎ no >-منته. ينتج عن کون القياسين‎ 
بحيث‎ {Eas 2 و‎ (E), CE متتاليتين‎ 


«(Vm,n2 1) «u'(E*,) «o و‎ u(E,) «vo 


إضافة إلى Ol‏ ,عل|<ع و .E'-[ JE,‏ نلاحظ من جهة أخرى Ul‏ 
m21 n>1‏ 


المتتالية (E, 8 CEOE‏ تحقق 


UU(E,xE'n) fra E.) 


nzim21 m21 


لي)»كايا- 


=) E,xE') =ExE' 
n21 
بالإضافة إلى آن‎ 
«(Vm,n2 1) «v(E,xE',)7 u(E,) i (E'n) > o 
يقبل‎ v Qj 25.3 قياس -منته. نستنتج من مبرهنة هان‎ y وهكذا فان‎ 
m.c(£)-xer' إلى‎ (uou! وهو‎ Y) وحيدًا‎ kino تمديدًا‎ 


ملاحظة 07.7: 1) يتضح من التعريف وخلاصة المبرهنة السابقة C]‏ قياس 
الضرب هو عبارة عن تعميم لمفهوم قياس المساحة الهندسية. 


2( ان" خاصيّة تمام قياسين لا تنتقل إلى القياس مهبم كما OMS‏ في 
المثال المضاد المعطى في التطبيق 15.7. يمكن في الواقع الحصول على 
تتمّة ل ueu'‏ عن طريق التمديد إلى قياس خارجي على (EXE!‏ 
نستعمل بعد ذلك مبرهنة كرائيودوري» وأخيرًا نعتبر اختصار هذا الأخير 
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على عشيرة المجموعات “('يرهمم)-قابلة للقياس. نحصل بهذه 
الطريقة على قياس موجب ga‏ ل بر وبر. 


تعريف 08.7: نسمّي القياس الموجب ue u':ZeX'[0,»]‏ بقياس 


الضرب ل // و cu‏ كما تدعى الثلاثية (Ex£,ZeX' ue u')‏ فضاء قياس 
الضرب = (Eau)‏ و (Eun)‏ 


ملاحظة 09.7 : T3‏ كانت eu‏ و ”يم ثلاثة قياسات ح-منتهية Maie‏ 
(ue u')e u" - ue (u'o u")= uo u'o u"‏ 
وبالاستدلال بالاستقراء نستطیع تعریف ضرب القیاس 
Hn‏ © ...9 يلل 9 يلل 
ل Win‏ ح-منتهيًا. 


تطبيق 10.7 : يوجد قياس موجب وتام A,‏ (قياس لوبيغ) على العشيرة 
L,‏ (عشيرة المجموعات ALU‏ للقياس بمفهوم لوبيغ على (R^‏ المؤلفة 
من المجموعات الجزئية AC R^‏ بحيث توجد HCR”‏ من نمط CF,‏ 
وتوجد GCR"‏ من نمط HCACG Gus: G;‏ و -A (G\H)=0‏ 


یحقق فيا A, dug!‏ خاصَة الصمود cuo‏ الالية: 
.VxeR" ۱۷۸ 1, . A, (A* x) 2 A (A)‏ 


(راجع والتر رودين [۰]40 المبرهنة 2.20 ص. 52). 


ملاحظة 11.7 : 1) نضع m=A,‏ عندما .n=1‏ 

2( لدينا A) 4,2mem‏ هي تتمّة القياس غير التام (mem‏ 

68 إذا كان ke]‏ -5ء (6,/<1) فان A,‏ لقياس الضرب 
484 ولدينا -B(R")c £, 8 £, cL,‏ (راجع والتر رودين ]40[ 
المبرهنة ۰7.11 ص. 153). 
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تعريف 12.7: نعرق من أجل كل ACEXE'‏ مقطع A‏ وفق KEE‏ ب 
«A, = {ze E':(x,z)e A}‏ 
كما نعرف مقطع A‏ وفق "۷ ب 
AY ={zeE:(z,y)e A}‏ 
مثال 13.7: نعتبر في المستوي R?‏ المستطيل [1,3[ ×]1,2-]=4 tl)‏ 
مجموعة بوريلية)» لدينا من أجل كل xeR‏ ما يلي 
Ø, if ۲۶] -2‏ 
p3] fxe[-52‏ 


ولدينا من أجل كل :yeR‏ 


rye us]‏ رم 


|= لم )نميه 


if ye 1,3]‏ , 1,2 ] 
Lay‏ أن المقطعین Ay‏ و AY‏ ليسا بالضرورة قابلین للقیاس لکن في 
Alla‏ ما اذا كانت ۸ قابلة للقیاس فإتهما Lia‏ مجموعتان جزئیتان 
قابلتان للقیاس. هذا ما تنص عليه القضيّة التالية: 
Anal‏ 14.7: لتكن Ae Ze E!‏ عندنذ من أجل کل ٤٤‏ × و "2 ۷ فان 
۸,۲ ولاك ۸۲ . 
udi‏ نضع P OL DB .P-(AeZeZ'AQ ٤2, ۷× ٤٤‏ عشيرة 


على ExE'‏ تشمل المجموعات الأولية. بالتأکید» نلاحظ C Vj‏ 2 عد م 
"m‏ ۳ بموجب العلاقة -(VxeE) «(ExE'), -E'eE'‏ 


لیکن ۰۸2۳ عندئذ من أجل ٤٤ US‏ × لدینا 
(a°) ={zeE':(x,z2)e ۵۱-۶۱2 6۴۰۰),2( eA}‏ 


=E'\A,=(A,) ex’ 
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AEP ol 
نحصل بسهولة علی‎ ۰ X€E و‎ (A), CP لتكن الآن‎ 
(U^. -U(A,), ez' 


n21 n>1 
CEXE! عشيرة على‎ P ,4ل]. إذن»‎ EP ومنه‎ 
n>1 

يبقى إثبات Cf‏ العشيرة P‏ تشمل المستطيلات القابلة للقياس. لهذا نعتبر 
مستطيلاً Sul‏ للقياس ((BeZ', AcE) AxB‏ لدينا من أجل US‏ 
«xeE‏ 

B,if xe A 

AxB) -ÍzeE':(x,z)e AxBl- 

(AxB), = (ze E': (x, 2) e Ax B] Loses 
-AxBeP Qi نرى‎ )0,8( Cr’ ومن الاحتواء‎ 
«A, EE وعليه ۳-2۶۵2 وهذا يعني أن‎ £cPCZeZ «yj 
مهما‎ ۰۸ ٤< نحصل على‎ Silas وباستدلال‎ .AeZeZ' مهما يكن‎ 
يكن ' 4383 و ۶ يرء وهو المطلوب.8‎ 
متطابقان‎ (E,E Uu") و‎ (E,Z,u) تطبيق 15.7: نفرض أن الفضائين‎ 
P&L Cus PCR ليكن‎ -(R, £,m) eal مع فضاء قياس لوبيغ‎ 
Ol إضافة إلى‎ »4-10(<“12 Ol من الواضح‎ -A={O}xP و‎ 


-(mem)({0}xR) = m((0]).m(R) = 0‏ 
بما أن «A =P‏ عندما «x20‏ و 2- cA‏ عندما (x0‏ عندئذ 
Ce £‏ ۶ وهذا يبيّن آن الفضاء (R^,£o £, mem)‏ ليس تامّاء 


diug مبرهنة‎ -2 


تعريف 16.7: نعرق من أجل كل دالة عددية f:ExE'>R‏ م قطع f‏ 
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عند نقطة >٤‏ ×» ونرمز له ب ,كرء الدالة f:E' SR‏ المعرّفة ب 


.(VzeE') «f,(z)=f(%z) 
الدالة‎ f! عند نقطة "۰۷۶ ونرمز له ب‎ f کما نعرف م قطع‎ 
المعرّفة ب‎ P:EOR 


(VzeE) «f'(z)- f(z.y) 


لاحظ O‏ الدالتين بم و f‏ ليستا بالضرورة قابلتين للقياس» Cab‏ إذا 
كانت الدالة f‏ قابلة للقياس فتصبحا قابلتين للقياس كما تؤكده القضيّة 
التالية: 


Ma ۶ «fe (EXE Ded’) قضيّة 17.7: لتكن‎ 
.« €٤ من أجل كل‎ ۶ e 1)E2) (i 
.yeE' من أجل کل‎ « f” c 9 (E,E) (e 


إثبات: أ) ينتج عن قابلية قياس الدالة ۶ أن من أجل VeB(R) US‏ 
لدينا 
f(a,b) ev] exez'‏ :۶6*۴۲ (طره)!- f" (V)‏ - 
لدينا من أجل US‏ 2۶ المساواة التالية: 
fzeE':(x,z)e f7 (V)}={zEE': f(x,z)eV}‏ 
={zeE':f,(z2)eV}= f," (v)‏ 
استنادًا إلى القضية السابقة Cà‏ 
«(vxeE) f (v)-(f"(v)), ex’‏ 
وهذا يثبت أن ('2 f, ٤9)٤۴,‏ . 
نحصل بنفس الكيفية على m.(VyeE") f” e9t(E,X)‏ 


(f°), 


مبرهنة 18.7: لیکن (EZ, u)‏ و (EX, u’)‏ فضائي قياس 0-منتهيين. 
نعرق من أجل كل “5875 »> 4 الدالتين: 
6:E— [0,0]‏ و W:E'>[0,0]‏ 
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كما يلي 
(يم)'س- )© و ¥(y)=u(A")‏ 
We" (E;Z'") «D 69 (E, E) yal‏ 
[an= ftar 3‏ . )1( 


إثبات: الدالتان © و ¥ معرفتان تعريقا OY lie‏ 2 ,۸ و AEE‏ 
حسب القضية 14.7. نلاحظ من جهة أخرى أنّ 

(VxeE) «®(x)= | x, (E)an'(E)= | سدع هام‎ (E) 
و‎ 

(vye&) P(y)= | xy ()du(E)= [xal y)dulE) 
وعليه فإتنا سوف ننظر إلى المساواة )1( كما يلي‎ 
[([zlev)an'(y))du(x)= L( [zaov)du(x))au'(y) 
D-[aezez':oeov (Ez), VER’ (E,E')a[odu= [vau] 
للقياس من‎ Su مستطيلا‎ A-RxS ليكن‎ DAD v Yj لنتأكد‎ 
Mac 2۲ 
S, ifxeR 


Q,ifxeR (ez ) 


]ديه «(VxeE)‏ 
ومنه 
(A) - [o C éO TO,‏ - واه 
Dew (EZ) tls‏ لکون RED‏ نحصل بنفس الكيفية على 
(v)‏ وير (8 )سر =( "هم )مر ev(y)-‏ وبالتالي (E;Z^)‏ 977 ۰۷ لدينا من 
جهة ثانية 

[oan [o GS) وم)سرة )مه‎ - (5) (8) 
| Yar'= | a(R) gs (v)au'(v) - (RF) "(5) و‎ 


أي [du = |] Ydu'=p'(S)u(R)‏ » وهذا يثبت أن الأسرة 
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22 لاحتوائها على المستطيل القابل للقياس .A-RxS‏ 


تشين cau‏ اج كل مجموعة xi‏ »8 )لدم لدينا 


o(x)- ۶) A)-3u(s) با(‎ (x) ee" (E, E) 
¥(y)= tee R,) x; (y) e (E42') 3 
3 بالإضافة إلى‎ 


« [edu [Yan - "بزع )سرح‎ (s) 
i-1 

ومن تم فان ECD‏ 
سوف نثبت على مرحلتين أن الأسرة D‏ تتطابق مع العشيرة LOX!‏ 
على .ExE'‏ 
1) نفرض Y‏ آن القياسين بر و ut‏ منتهيان ولنثبت آن D‏ صف 
رتيب على Exe’‏ لهذا الغرض نعتبر {A,} CD‏ متتالية متزایدة» 
ونضع .A-[JA,‏ لدينا Wè‏ 

n21 


Vy e E' «VxeE «A! -LJ(A)' و‎ A, -U(A), 


21 21 
ومن‎ (vn21) «y,(y)=H((A,)") (,(,۸))۵-(),م و‎ e» 
Oc D إلى‎ A, انتماء‎ 
‘ [edu= [vide و‎ ۷, EW (E,Z') <0, EW (E,Z) 

-(Vn2 1)‏ 
نستنتج من تزايد المتتالية Ul {A}‏ من أجل كل xcE‏ و ycE'‏ 
المتتاليتين ,ی (CA)‏ و .. ['(,4)) متزايدتان» وعليه فإن المتتاليتين 
ی [.] (uo)‏ متزایدتان» ولدينا بمقتضى الخاصية الأولى للتقارب ما 
يلي 

(VxeE) «limg,(x)7 u'(A,) 
(yet!) climy,(y)- H(A’) 5 
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نرى من US‏ هذه الحقائق آن الدالتين 
p'(A,)‏ و × و y—» (A)‏ 

قابلتان للقياس كنهاية لدوال عددية قابلة للقياس. Jax‏ أخيرًا بفضل 
مبرهنة التقارب الرتيب على 

lim یم‎ (x)du(x)- | limo, (x)du(x)= f u'(A,)du(x) 
J 
-lim v, (v)au'(y)-. f, limy, (y)du'(y)= [n (A")au'v) 
AED وبالتالي‎ c Jaiall وهما يشكلان نفس‎ 
متتالية متناقصة و ,8[ ]=8 . لدینا فورًا‎ )8,( CD لتکن الآن‎ 

nèi 
Vy eE' «VxeE ۰9 <]۱)8,( » B, -((B.), 
n>1 n21 

بتعریف 9',(x)=H'((8,),)‏ و «(Vn21) «y',(y)=H((8,)’)‏ 
Lila‏ نحصل بفضل انتماء ,8 إلى 2 على 

2 [oda [udu و‎ V', EN (E,Z") «o', EM (E,2) 
-(Vn2 1) 
yeE' و‎ xeE من أجل كل‎ cl {By} io ينتج عن تناقص المتتالية‎ 
المتتاليتين ري },),8({ و }’),8({ منتاقصتان» وكذلك الشأن بالنسبة‎ 
وبتطبيق الخاصية الثانية للتقارب‎ » {w',} إلى المتتالیتین ری,(م0) و‎ 
(مع التذكير أن مم و بر منتهيان) نجد أن‎ 

(VxeE) <«limp',(x)= £'(Bx) 

.(vyeE') «limw',(y)= 4(8’) 3 


3« الدالتان x—"9,'(B.)‏ و y— > u(B’)‏ موجبتان وقابلتان 
للقياس كنهاية لدوال عددية قابلة للقياس. بالاستدلال بمبرهنة التقارب 
المرجح OY)‏ 

u'(B,)‏ - (»)'© ج (x)‏ 'يء عندما جوم 
و HE)‏ = ()9 >( پر(,8)) ۶ - (x)‏ رم > () ,م۰ «(Vn21)‏ 
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مع التذكير Cj‏ و دالة (ثابتة) موجبة وقابلة للمكاملة على CE‏ كما 
تتمئع المتتالية (,۷) بخواص مماثلة) 
نحصل على 


إذن ۰8 وبالتالي تشكل الأسرة a D‏ رتیبّا على EXE’‏ محتواة 
في العشيرة LOL’‏ وتحوي الجبر «E‏ أي “2-7873 ح6. نستنتج 
من المبرهنة 31.2 Oi‏ 

‘Mae (E) = ۲ )۶(< ZeX'c ۰2 
.<292" ومنه‎ 


2( نفرض OI OY!‏ القياسین بر و بر غير منتهیین. توجد منتالیتان 


EE (Eua cz's {Eche CZ متزايدتان‎ 


(Vk2 1) م>ل'ع)'س‎ «u(E,)<0 5 E'2 JE", «E=UE, 
k21 k21 
(لاحظ أنه إذا كانت هاتان المتتاليتان غير متزايدتين فإه من السهل‎ 
إنشاء متتاليتين بهذه الخاصية)‎ 


.(Vkz1) «A 2 مم‎ (E, xE',) نعرف‎ AeZeZ' US من أجل‎ 


لدينا فورًا 
(UAT »U[4^(& x&,)]» An (E, xE',)=A‏ 
ki ket‏ 1 
ys‏ الأسرة 


24 <ع۸)-‎ ۵2:۵ €D, vk>1} 


نقر بأن الأسرة H‏ صف رتيب على EXE'‏ یحقق "<< -74. 
بالتاکید. WA asd‏ أعلاه £c 2 Gi‏ وبما أنّ E‏ جبر على ExE'‏ 
فان» من أجل «SEE US‏ لدينا ما يلي 

.)۷۷<1( «s*2so(E,xE'))e£c D 
LECH إذن )7ء 5» ومنه‎ 
(S, متتالية متزايدة و ,كل) -5»ء عندئذ 2ع‎ {5} CH لتكن‎ 


n21 
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.(Vk,n21)‏ بتثبيت K‏ نحصل على متتالية متزايدة: 
,}ئ{ بحيث > ,]69[ 


بملاحظتنا آن u(E,) «oo‏ و ه>()' نستخلص من المرحلة 
السابقة c‏ 


cD 
3 


»so(E xE,)eD‏ '(,كى)لاء 
n21‏ 
وبالتالي k OSI SEH‏ اختياريًا. 
نعتبر GY!‏ متتالية {T,} CW‏ متناقصة و ,7( ]۰۲ لدينا من أجل 


n>1 
كما نحصل بفضل‎ »])7,( | CE XE,  ءاوتحالا‎ ۸<1 US 
n>1 
jue) D المرحلة الأولى وتناقص المتتالية  }"),7({ في‎ 
nzi 
(Vkz1«(u& u'")(E,xE',) = u(E,).u'(E',) < o 
علی‎ 
۰۲*۲ ۱)( 2 (Yr. (E. x&,))en 
n>1 n>1 
إذن الأسرة‎ TEH على‎ Hi أخيراء بما أن » اختياري فإتنا نحصل‎ 
.EeX'C صف رتيب يحوي الجبر ۰۶ وعلیه فان‎ H 
فیما بخص الاحتواء الثاني "2 26-28 فإته ينتج مباشرة من تعريف‎ 
.2/-< 92" D وهذا ما يثبت‎ cH 


3 لنثبت D o OY!‏ صف رتيب. نشير Y‏ إلى D Db‏ مستفرة 
بالنسبة لاتحاد المتتاليات المتزايدة وذلك حسب 1( (محققة بدون شروط 
خاصة على القیاسین)» وفیما يخص تقاطع المتتاليات المتناقصة نعتبر 
متتالية متناقصة 2 dE),‏ ونضع -F=()F,‏ 

n>1 
متزايدة‎ ud, {F} CD آأن‎ ۶۶۵229 oS ينتج عن‎ 


5 


(as 


۰۶-۶۰۴, الم(‎ =F 


k21 k21 k21 
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وعليه فان FED‏ لكون D‏ مستقرة بالنسبة لاتحاد المتتاليات المتزايدة 
حسب ما سبق. وهكذا فان D‏ صف رتيب على ExE'‏ يحوي 
الجبر E‏ إذن "۰1-282 وبهذا يكتمل CU‏ المبرهنة. ا 

بإمكاننا GY!‏ إعطاء تعريف صريح وعملي لقياس الضرب بر © بر 
كالاتي: 

تعريف 19.7: لیکن (E,E,u)‏ و (EX, u")‏ فضائي قياس >-منتهيين. 
لدينا من أجل «AcZoZE' US‏ 


.) -(م) سروم‎ [u'(A)auQ)- [u(A")au'tv) 


I3‏ ققد أحد القياسين HA‏ أو "ر خاصيّة ال م-انتهاء. 


Ob تطبيق 21.7: نفرض‎ 
«AZ SXT (بررلارع)» اك آر5 و‎ - (E2E u') -(R, £,m) 


عندند 
S, ۶ ۷ 27 T, ifxeS‏ 
A’ = =‏ 
١ 0 fyeT” i ۳ ifxes‏ 
ومنه 
m(T)z.(»)‏ - (يم)م و m(4 )= m(s) x,(y)‏ 
إذن 


.(mem)(۸4) = | m(4,)am(x)= نم )دي‎ am(y) = m(S)m(T) 


(Fubini-Tonelli) يلي بعرض وإثبات مبرهنة فوبنيه- طونلي2‎ Led fas 
الخاصة بالدوال الموجبة القابلة للقياس. تعطى هذه المبرهنة طريقة‎ 
Gay f:EXxE'— [0,0] عمليّة لحساب تكامل دالة موجبة قابلة للقياس‎ 





(1946-1885) [Leonida Tonelli] gb ليونيدا‎ (* 
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قياس الضرب wOy'‏ عن طريق التكامل المکرر fffdu'du‏ أو 
EE'‏ 


. j ] رل نرف‎ 
E'E 


ترميز: سوف نكتب أحيانا التكامل المکرتر على الشكل ره ۶ | [du‏ 
E E'‏ 


du'du case‏ ] ] لتفادي استعمال الأقواس. 
EE’‏ 


مبرهنة 22.7 [فوبنيه - طونلي]: لیکن (E,Z, u)‏ و (EX, u*)‏ فضائي 
قياس -منتهيين. إذا كانت (EXE, DEL’)‏ 9۲ فان 
أ) الدالتين 

v(y)- | P ) ده و )بره(‎ [۶ (v)au'G) 
.W EN (ED') و‎ DEM" (E, X) تحققان‎ 
ب) لدینا المساويات التالية‎ 


fGov)du'(v)‏ ] 409[ رم( هس 0۷(۵) کی 
[fGov)au(»)‏ )20[ 2 


(iati‏ نفرض fay, OVS‏ من أجل .AeZeZ'‏ لدينا 


(VxeE) < [0e Y)au'o)- Tas (y)du'(y)=n'(A,) 


("ماس .(VyeE') ۰ [x 0eY)au()- [xs (04a)‏ 
نستنتج من المبرهنة السابقة أن الدالتين 
xe u'(A)‏ و ye u(A')‏ 
عنصران من W (E,E)‏ و OW" (EE!)‏ على الترتیب» وتحققان 
المساويات التالية 
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[a (A )du(x)= [u(^")au'(y) - (م)(سهس)‎ 


=| zí0oy)d(uo a'")Goy) 


E JExE 
بسيطة قابلة للقياس فان الخاصيتين أ)‎ Alla f: Ex E' - إذا كانت [مه,0]‎ 
وب) محققتان نتيجة لخطية التكامل.‎ 
ونعتبر متتالية من الدوال‎ cf eO )× ٤,2 ٠ E") G GY! نفرض‎ 
بحيث‎ 16,[,., C S )٤× ٤,2٠ E") الموجبة البسيطة القابلة للقياس‎ 
(حسب المبرهنة الأساسية للتقريب). لدينا كذلك‎ f تؤول تزايديًا إلى‎ 16,( 


بفضل مبرهنة التقارب الرتيب 


. [f (x) d(x) = lim | 0 (x)du(x) 
جعر قابلة للقياس لأتها‎ Í &'(x)du(x) Wall cj Yj نلاحظ‎ 
عبارة عن مجموع منته من الدوال القابلة للقياس» ومنه الدالة‎ 
yo [f'G)du(x)- limo, (y) 
قابلة للقياس لكونها نهاية بسيطة لمتتالية من الدوال القابلة للقياس»‎ 
«xe» ff, (y)du'(y) وبالطريقة ذاتها نحصل على قابلية قياس الدالة‎ 
1 FECERO By ey 
لإثبات الخاصية ب) نستعمل مجددًا مبرهنة التقارب الرتيب للحصول على‎ 
lim | 6, d(ueu')- [, .fa(uo ur) 
= lim | [.&Goy)du'(y)an(Q) 


E [Lm [(6), 00440) auo 


3 | ووب‎ )۵( 00446) auo 


I 
| L£.)au'(y) aulx) 
f LF y)au'(v)du(x) 
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إذن 

[ofa(uon)- Laux) [.fGoy)au'ty) 
وبنفس الكيفية نجد‎ 

| fd(wen')= | du'(y) [f(x y)du(x) 
وهو المطلوب.ا‎ 


ملاحظة 23.7: نشير إلى feat (ExE,Z@r') Gl‏ بستلزم Q‏ 
التكامل يأخذ قيمه في [0,»0]. إذن هذه المبرهنة مهمّة Éa‏ من الناحية 
التطبيقية إذ تمنحنا فرصة بيان قابلية تكامل دالة موجبة وقابلة للقياس 
على ExE'‏ (أي fd(uG u')«o‏ ] ) من عدمها. 

ExE' 
تقريبًا أينما كان‎ fF و‎ f, cf بإمكاننا تعويض قابلية قياس كر بمساواة‎ 
H(A’) =0 يتكافا مع‎ (u& ()۸(-0 بدوال قابلة للقیاس لكون‎ 
-H'(Ax)=0 و‎ 


يبِيّن المثال المضاد التالي المنسوب إلى سربانسكي” U (Sierpinski)‏ 
شرط قابلية القياس f‏ بالنسبة إلى العشيرة "2۵2 في مبرهنة فوبنيه- 
طونلي ضروري لصحتها. 


Jů‏ 24.7: نعتبر E-E'-[0,1]‏ مع قياس لوبیغ .m‏ نعرّف على 
الفترة ]0,1[ علاقة ترتيب > بحيث من أجل os xe[0,1] US‏ 
المجموعة {ye[0,1]:y<x}‏ قابلة للعد. بوضع A={(x,y):x<y}‏ 
نری D‏ ,0,1[14] و AY‏ مجموعتان قابلتان للعد (إذن قابلتان للقياس) 
غير A Db‏ ليست قابلة للقياس. نعرف الدالة }0,1{ f:ExE'—‏ ب 
مير f=‏ (إتها غير قابلة للقیاس A OY‏ ليست قابلة للقياس)» لدينا 


3 fog” fo, gf Gy) dx = 0s fogd fo, (x-¥ (۹۷ = 1 





(1969-1882) [Waclaw Franciszek Sierpiński] سربانسكي‎ ss C 
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یکمن الخلل في عدم استيفاء f‏ لشرط قابلية القياس. 
هذا الآن تطبيق لمبرهنة فوبنيه طوئلي: 


تطبيق 25.7: لنحسب التكامل التالي: Je dm(x)‏ 


R 


نستطيع بفضل مبرهنة فوبيني -طونلي أن نكتب ما يلي 
E je" fe” 2‏ 2 یقت | 1 je*™a(m® m)-‏ 
R? R\R R R‏ 


+0 2 +00 +00 
(ie ax) 2 fers dxdy 


-0 


= lim [fe dxdy = lim [ao [ 0 
D, 


- 27 [pe^ ٩-7 
D, 2((,y) eR: x+y? > حيث [ 2م‎ 
إذن‎ 

. [er dm(x)- ۲ 

R 

سوف نتخلى فيما يلي عن شرط الإيجاب لدى الدالة f‏ ونعوّضه 
بشرط قابلية المكاملة وفق قياس الضرب Leu!‏ على daxi ExE'‏ 
على الصيغة التالية: 


مبرهنة 26.7 [فوبنيه] : ليكن (E,E, H)‏ و (EZ, ui")‏ فضائي قياس 
-منتهیین. إذا كانت fe$'(ExE,XeXZ',ueu')‏ فان 
(i‏ (بر ,)۰۶29۳ من أجل dü-u‏ مع ۰ 
و eL (E,Z, u)‏ ال من أجل 'ير-تأك 'عء ۰۷ 
ب) الدالتین 
®(x)= f. f.(y)4//'(y)‏ و )بره ص) ¥(y)= | P‏ 
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تحققان DeL (E,Z, u)‏ و Yeg (E2, u’)‏ 
ج) لدینا المساويات التالية 
Lofoev)d(ue n )(xy)= (a(x) [.fGoy) au (v)‏ 
aut) [fGoy)anQo)‏ = 
إثبات: أ) نستنتج فورا من قابلية جمع الدالة العددية الموجبة |f|‏ على 
EXE"‏ ومن مبرهنة فوبنيه - طونلي أن 
fIfloov)au'ty)‏ 4400[ رهس )ناما 
[au'(y) fflGey) au(x) > o‏ = 
وعليه فان الدالتين 
G(y)= [If|o9auG9 s F(x)= LIro)au'G)‏ 
تحققان FEL (E)‏ و Ge (E)‏ (مع الملاحظة آن ,|۶|< ۶ 
و (Pll‏ إذن ۴ دالة منتهية م-تاك على «E‏ وأن 6 منتهية 
متاك على cE"‏ وهذا يبيّن (xeE d-u) fe L (E) CD)‏ 
و f'e$'(E)‏ (بم-تأك 'معير). وهكذا فان الدالة 
[£0)du'(y)‏ جبگب معرفة ٤٤ A-uy‏ × و ٤9) (E,Z)‏ 0. 


i 


ب) من الواضح OF‏ 

م < [Aaw Hul) f, EIfooy)lau (yu)‏ 
ومنه الدالة (y)du'(y)‏ ير ] جا× قابلة للمكاملة على -E‏ 
وبطريقة مماثلة نحصل على أن الدالة f'(x)du(x)‏ [ جر قابلة 
للمكاملة على *6. 
ج) ينتج عن خطيّة التکامل وعن قابلية ALIS‏ الدوال المستعملة آن 





[..fd(uon')= با‎ -F )a(uor') 
= [f (e ')- ff 4(8) 


xE' 
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- far fray = [an fay = far [ far 
= [aw Lf'an = far" {f au = fan ] tay 
وهو المطلوب.ط‎ 


ملاحظة 27.7: يمكننا تعويض feg (EXE, Tel, ue) ipa À‏ 
بفرضية وجود (أي منته) أحد التكاملات فقط 

. [au' ] مره‎ à [an ] “نهار‎ < f Ifla(uo un) 
بطبيعة الحال يكون التكاملان الآخران منتهيين ويقبل الجميع قيمة‎ 
مشتركة منتهية» وذلك بفضل مبرهنة طونلي - فوبنيه.‎ 
لهذه الملاحظة أهميّة تطبيقية كبيرة فهي تسمح لنا في كثير من الأحيان‎ 
بدون اللجوء إلى قياس‎ ExE' على‎ f من التحقق من قابلية تكامل‎ 
تقدير) أحد التكاملين‎ d) الضرب 'بره,مء فيكفي إذن حساب‎ 
فقط.‎ [an | أو هر‎ [dul المكررين “نرهار|‎ 


مثال 28.7: لنحسب التکامل بطریقتین مختلفتین: 

‘ J (x,y)d(mem) 
سالبة‎ f gj bay .E- [1,2]x[1,3] و‎ f(x, y)» TI حيث‎ 
ويحقق‎ (E قابلة لقیاس ی‎ cE على‎ 


۰۷ )۷,۷( > «|f(x,y)|= ipud s$ 


وبالتالي f 53 » |fd(mem)«3«‏ قابلة للجمع على 6. بتطبيق 


مبرهنة فوبنيه نجد 





. [fGoy)a(mem)- [, dx f, fay=[ „dy f, „fax 


لنحسب الآن قيمة التكامل الثاني» لدينا 
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1 jy 
[atas of asp E AL dne 


1 1 27 
3] dx = - ما‎ 
1 +ر|‎ 1 3x+1 14 


من جهة آخری بالمكاملة بار نحصل على 











A L^ x =-3 fev f os iy 3 


"Em 
رد)۲ 2 2 1 اف‎ +1) 


y(y+ 1) y(2y*1)' y! 








(y+) ley 


(Ire - eye) نيزا[‎ e 2 


27 a 
۳ ۸۷۳۵ وعلیه فإن» و(‎ 


ملاحظة 29.7: ان شرط -انتهاء القیاسین س و بر ضروري لصحة 
مبرهنة فوبنيه كما يبيّنه المثال المضاد التالي: 


مثال 30.7: نعتبر الفضائین (1,9)(,2) و ).4 ,)4,9(2( Cus‏ 
J=[0,1]‏ ويم هو قياس العد. ليكن Ux f:JxJ>R*‏ ب 
f(xy)- zy)‏ حیث ۸ قطر المربع !»1 أي 
={(x,y)eJxJ:x=y}‏ 
ان الدالة f‏ قابلة للقياس OY‏ 
«AeB(J)sB(J)c B(J)e9(J)‏ 
لكونها A‏ مجموعة جزئية مغلقة. لدينا إذن 
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«VyeJ « [۶ ),۷(۵2)۷( - [2,002209 =A({y})=0 
weed «[fGoy)du()- [s ()7 a (03)71 و‎ 
وبالتالي‎ 

[ [f(xy)a2(x)aı,(y) - 0 

— 1426971[ حو )بکرم 
أي التكاملان المکرتران مختلفان. 
العبرة: يرجع سبب هذا التمايز لكون القياس ,ير غير -منته لأته لا 
aa si‏ على الاطلاق متتالية (E ass em‏ بحيث 


.Vn21 «u, (E,) «o و‎ J- JE, 


n21 


ملاحظة 31.7: كتطبيق لمبرهنة فوبنيه يمكننا اعتبار «E-E'-N‏ 
L=X'= P(N)‏ و بل < ۸ cum‏ ۸۰ قياس العد. 
نفرض أن [au [Ifldu.‏ منته» أي 


[aw [flan f av [If )۷,۷ (|۵۷ - Eroniy 
- < [elo دملا‎ )< 
۳ نستنتج من مبرهنة فوبنیه‎ 


ریزو (رس برس برد 


وهي خاصتية تتمئع بها السلاسل المزدوجة مطلقة التقارب حيث نستطيع 
das‏ الرمزین << و << فيما بینهما. 


m20 n20 


ملاحظة 32.7: على غرار تعميم ضرب القياس إلى عدد اختياري من 
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القياسات Aino!‏ فباستطاعتنا أيضًا تعميم مبرهنة فوبنيه 
بالاستقراء إلى عدد اختياري من القياسات ال منتهية. 
فعلى سبيل المثال إذا كانت «(E;,Z;, uj)‏ 1,2,3 -4» فضاءات قياس 
منتهية و p)‏ ® يلم 9 نر و © fe$'(E,xE,xE,,Z, eZ,‏ فان 
[ss eevz) AH o s o us )ovsz)‏ 
Hs (v2) |, F(x-¥,2) 44, (x)‏ 8 2( ی | = 
(رلا) (ضره f| dm (x) Li fov) (us‏ = 


وبهذه الكيفية نستطيع حساب أي تكامل مضاعف من الشكل: 


. [esf ome )a Qus © ولا‎ ۰ © Hp )(x, x, x, ) 


ليكن (E,E, u)‏ فضاء قياس -منتهیا و f:iE— R‏ دالة 

ea.inf(f(x): xe£] -aeR -قابلة للقياس بحیث‎ (Y, B(R)) 
Q={ (x, y) eExR : a<y<f(x)} 

(fou) T-((xy)eExR :y=f(x)} 3 

استعن بالدالة g:ExR—R‏ المعرفة — g(x y)=f(x)-y‏ لإثبات 


ما يلي : 
1) ۵2 و ۲ EXeB(R)oooe‏ 


«(uem(a)- j(f-a)a Q 
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-(uem)r)-o 6 


ملاحظة 33.7: نستخلص من هذه المسألة 43 عندما [8,»] ٤=‏ فان 
التکامل 2( هو بالضبط مساحة الحیز المحدد ما بين المستقیم ۰۷-0 T‏ 
(f. oly)‏ والمستقیمین »=× و ۰۷-2 ومن جهة Ol Goal‏ بیان أي 
دالة حقيقية ALY‏ للقیاس هو مهمل بالنسبة لقیاس الضرب WOM‏ حسب 
الخاصتية 3). 


الحل: 


9,09,:EXR + R OS 1‏ بحيث 
o,(x,y)=Y‏ و «eQey)- f(x)‏ 

عندئذ من أجل كل VeB(R)‏ فان 

9, )/( - (cy) eExR : يم‎ (x, y) - v ev] 

-ExVeZeB(R) 
e; (V) - (cy) eExR: o, (x, y) - f(x) ev] 
-f'(V)xXReZeB(R) 

هذا معناه P, D)‏ وم ومن È‏ ,9-,9-79 هي دوال 
()8 ۵ 2-قابلة للقياس. من جهة ثانية يمكننا التحقق بسهولة من أن 

‘P=97({0}) ([]صد,ه]»«ء)- »9 و‎ ng" (R+) 
قابلتان للقياس.‎ -3815)18( Leili وعليه‎ 


2( واضح ol‏ من أجل كل (x,y)‏ في ExR‏ 


fa ye[a.f(x)] £ 
sla velate] “onal” 
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وبتطبيق مبرهنة فوبنيه - طونلي نجد 
m)(Q)- J za(xy)dm(y)dy(x)‏ ®( 
f Dnm? Janc‏ = 
[m(Le.£69])à409- [(£69- au)‏ = 
3) نلاحظ آن من أجل كل (x,y)‏ في ExR‏ لدينا 


1 ,y-f(x) 
annu, AT 


وهذا يسمح Ul‏ الحصول على 


(u&m)(r)- f z,Gcy)dm(v)du(x) 


- fl fa, mb) |ant) 
= [m((fG9])auQ9) -0 


21,0 (v) 


تمارين مقترحة 


OF‏ لیکن (E,Z,u)‏ و )٤,2,//'(‏ فضائي قياس 0-منتهيين 

و AC EE‏ مجموعة مهملة. 

a-y’) H(A’) =0 و‎ (xeE di-u) «u'(A,)20 ti آثبت‎ 
(yeE' 


2 لیکن (E,Z,u)‏ و (EX y')‏ فضاني قياس »-منتهیین. 
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bel (1‏ مثالا عن ACEXE'‏ بحيث << ,۸ × ۸ء 

۰۸۶92" uis «V(x,y) ۲ 

2( استنتج Gf‏ حذف شرط قابلية قياس Qo] f.‏ بصحة مبرهنة فوبنيه - طونلي. 
E={a,b,c} os: 8‏ و E -(O (a), {b,c}, E}‏ نعرف القیاس 
الموجب AWS u:xX—[0,*]‏ 

1 - (ع)مر - ([ء,ط])س ,0 -([ه])س -(ه)س. 
as J‏ من Ol‏ القیاس A‏ تام و ٥-منته.‏ 
ب. أحسب n)({a} x {b,c})‏ وس ). هل {a}x{b}e LOX‏ ؟ استنتج ol‏ 
القياس ue‏ لیس GG‏ 

4 لتكن E‏ و E'‏ مجموعتين غير خاليتين و VI P CEXE'‏ رمزنا ب Xp‏ 
للدالة المميّزة ل P‏ أثبت أن 

(VQoy)eExE!) (ZP) = Xpy د‎ (o), = Xp, 

استنتج أنه إذا كان Ax B.‏ = م فان (Y)‏ وير Zp QoY) - ×۸ (x):‏ 


6 لیکن (E,E,u)‏ و (E,X' u")‏ فضائي قياس -منتهیین. 
أثبت أن (A)ui" (B)‏ مر - (uO ui) (Ax B)‏ محققة من أجل US‏ مجموعة 
جزئية 4×8 ۸ ©/م)-قابلة للقياس. 
6 ليكن E2EZ'-9(N') .E-E'-N'‏ و “ير دير حقياس ad‏ 
f:N'xN'SR diss y,‏ كالآتي 
1-e*,y-x-1‏ 
f(x, y) 24-1*e*, x-y=1‏ 
y-x*z1&x-yz1‏ ,0 
تحقق من صحة مبرهنة فوبنيه أو من عدمها من أجل هذه المعطيات. 
OF‏ أحسب التكامل التالي 
sin” x xdy‏ 


x in y 
[o,2/2][o,2/2] Sin” X + cos" x 
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(نعني هنا بالكتابة ').( الأس y‏ وليس مقطع الدالة) 
8 لیکن Bsa‏ عددين حقيقيين بحيث 0xa«f‏ ولتكن 
1ج ]] f:E-[0,1]x[o,‏ 
معرفة — E 333. f(x,y)=x"‏ بالعشيرة البوريلية ونعتبر قياس الضرب 
mem‏ على هذه الأخيرة (حيث m‏ قياس لوبيغ على (R‏ 
i‏ أثبت f Gi‏ قابلة للجمع على cE‏ 


9 عير كير 
ب. استنتج قيمة التكامل f dx‏ 2 
nx‏ 0:3[ 


9 لیکن (E,E, u)‏ فضاء قياس منتھیا و (E,E)‏ 97 . 

.A={(x,y)eExXR’ :f(x)z>y}e Ze Ly dad (i 

ب) بحساب التكامل f y, d(ue m)‏ بطريقتين مختلفتين أثبت آن 

. [fau ] u(U2y))dy 

FEML(E,X) فضاء قياس اختياري‎ (E,Z, u) نفرض الآن أن‎ (c 
و©>م>1.‎ 

(o‏ أثبت أن |f|P‏ دالة قابلة للمكاملة إذا وإذا فقط كانت الدالة 

-[0,+00) (ل)-قابلة للمكاملة على‎ y y^" u((If|» vj) 

ff م مره‎ py" *u({x:|F(x)|>y})ay 3 أثبت‎ 


0 أحسب التكامل [fd(mem)‏ » حيث oea‏ 





f(xy)= 
= pax استنتج قيمة التكامل‎ . E = [0,+ ]م‎ x ]0, +| 
“a= lo mue uu . E = |, " 3 


1 4 1 hx — 
ae احسب مجموع السلسلة‎ ۰0: = 2 f 7d cj بملاحظة‎ 
من أجل المجموعة التالية:‎ fagy Sin x e "dxdy أحسب التكامل‎ 3 
. Ax B= 0,0 x [0,1] 


([0,1],P([0,2]),v) و‎ ([o,1],5([0,1]),m) os 2 
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حيث m‏ قياس لوبيغ و ۷ قياس 3 على ([9)]0,1. نضع 
A - ((,x), x e[o,1])‏ 
1( أثبت أن القياس v‏ ليس »-منتهیا . 


X )]0,1[:]0,1[,188)]0,1[( 9 ([o,1])) 


3 بين أن 
ff Jz x,y)dm( nwo)‏ عمس J[ sonent‏ 
أين یکمن الخلل 93 ؟ 


(E,2,4)=(JxJ,B(JxJ),mem) «J=[0,1] os: 78 
معرقة ب‎ f:E>R3 


a (x,y) =(0,0) 
. ۶ )۷,/( - aa A , (xy) (0,0) 


أحسب التكاملين المكرّرين. استنتج أن j [|fld(mem) = +o‏ 


14 ليكن [1,1- ]۰1 m)‏ © ,, (1ل)5,ل»ل) - (مر,,ع) و 
f:EOR‏ دالة معرقة ب 


0, (x,y) = (0,0) 

f(x,y)= Quy (x, y) « (0,0) 
كير‎ y 

أ. أثبت cj‏ التكاملين المکررین متساويان. 

ب. بین أن التكامل f, fd(mem)‏ غير موجود. 


des 6 


1 X- 1 1| pl X -1 
ee p) oy n= $4 (rs m. ay 
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أين يكمن الخلل؟ 
xe HY) eoan] ch ce 6‏ 
7 أدرس قابليّة التكامل لدى ad f : 6 = [0,1] [0,2] >R Anas‏ ب 


1 
din 


.peR ga,b>0 2 


; [f a(me m) أحسب التكامل‎ 


8 لتكن f:R*xR*>R‏ معرقة ب f(oy)ssinxe"‏ . 


.(Vn>1) < Í |fd(mam)<to ccs . 


Jo.nfxJo,<of 


-y€]0,+00[ من أجل كل‎ f sinxe " dm(x) أحسب التکامل‎ .2 
Jo.nf 


3. استنتج قيمة التكامل I‏ 


. f(x,y) = sinx e™ دالة معرفة ب‎ fIR'XR'OR os 9 


.)۷۶<1( < f |fd(mam)<+0 coss 


Jo.nfxJo,<of 





sinx y 27 1 tae eds 
أثبت أن‎ 

)بت ان TT‏ مه FR‏ 

-A={AxBCE? :|Al=|B|=1) و‎ r- (ac E:|A]- 1) 

(E^ و‎ E الترتیب. أسرتا المجموعات أحادية العنصر في‎ ule) 

-c(^)&o(D)ec(T) أن‎ o 

مساعدة: اعتبر العنصر c(a] x ٤‏ حيث cae E‏ مع الملاحظة أن 
A}‏ أو ۸ قابلة للعد .c(T)-(AcE:‏ 
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Z- B([a,b]) os: 27‏ و .E'2B([o,d])‏ 
أثبت آن من أجل كل دالة متصلة f:[a,b]x[c,d] >R‏ فان 


. Trece] [ployer Jax] [rone 


c ate c\a 


2 لیکن (E,Z,u)‏ و (E Z' ui)‏ فضاني قياس »-منتهیین؛ ولتكن 
ge € (E,Zu) «fe$' (E,Z,u)‏ و h:ExE' O2 R‏ 
بحيث -h(x,y)= f(x)g(y)‏ 
أثبت he$'(ExE,EZeX'ueg') o‏ 
و fg. hd (ue u')- (f fau)( adu)‏ . 


فضاءات لوبيغ 


الفصل الثامن 
فضاءات لوبيغ 


سوف ندرس في هذا الفصل بعض الفضاءات المعيّرة التامة 
«L (E,Z, u)‏ (ه >م <1(( التي تلعب دور متميّزًا في التحليل 
الرياضي» المعادلات التفاضلية وكثير من الفروع الأخرى نظرًا 
لخواصها العديدة الهامة کالتمام» قابلية الفصلء الانعكاسية إلخ. كما 
نتطرّق إلى كثافة البعض من فضاءاتها الجزئية التي تلعب دور" Gala‏ 
نفرض Led‏ يأتي (E,Z, u) OF‏ فضاء قياس اختياري. 

(0«p«o) 8 (E,E, u) الفضاءات‎ -1 


cine‏ الفضاء (ez, u)‏ © أو اختصارا ٩" (E)‏ إن لم يكن هنالك 
isl‏ ابس كالآتي: 
(E,Z, u) - [f e9x(E,Z): [If dui > o]‏ "£ 

بتزويد (E)‏ ^$ بالعمليتين: 

(f.g)O ftg — المعرقة‎ +: $" (E)x 8 (E) €" (E) 
(A, f) المعرقة بب مه‎ Kx 2" (E) a "ع‎ (E) و‎ 
فضاء‎ (2° (E),+,+) تصبح الثلاثيّة‎ (C أو‎ K=R (حيث‎ 
متجهات على الحقل ۸. بالتأكيد» نحصل بفضل المتباينة الجبرية‎ 
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epe yf? > 2۴ (Ix |y) 


المحققة من أجل كل عدد حقيقي 0 p»‏ وکل عددين حقيقيين ysx‏ 
على 

dus z^[ Lf" du Clg du] >‏ و + elf‏ 
من أجل كل عنصرين ۶ و و من Ul cá Vs." (E)‏ و +۶ هو 
كذلك عنصر من Ul 2" (E)‏ باقي الخواص فهي بديهية ونتركها 
للقاری للتأكد من صحتها. تدعى عناصر (E,Z,u)‏ “© الدوال ذات الأسَ 
م قابلة للجمع على KE‏ 
كما سبق لنا تعريف الدوال القابلة للجمع على E‏ فان الفضاء (E)‏ £ 
هو بالضبط فضاء US‏ الدوال القابلة للجمع على 6. 


ملاحظة 01.8 : لاحظ c] Via‏ تعريف الفضاء (E)‏ £ لا ينص صراحة 
على قابلية قياس الدالة |۶| بل يفرض Cj‏ الدالة f‏ قابلة للقياس مما 
يؤدي إلى قابلية قياس elf]‏ ومن S‏ التعريف الجيّد للتکامل بره ۶۳ . 


أمثلة 02.8: 


f(x)-x Wa (1‏ عنصر من ([0,1],B([0,1]),m)‏ "$« من 
أجل .0«p«co‏ 

2( لا تنتمي الدالة f(x)=x‏ إلى ([0,-0[,B([0,0[),m)‏ ”£< 
من أجل مه >م > 0. 

<L” ([0,.of ,B([0,.o[),m) تنتمي إلى‎ f(x)-e* الدالة‎ (a 
من‎ fee” (1-,0],5(]-,0]), m) Liy 0«p«o من أجل‎ 
.0«p«o أجل‎ 
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RUE ' 1 5‏ 
4( الدالة )*( سدح f()-‏ عنصر من الفضاء 
(R,£,m)‏ "ع من أجل p«o‏ > 2ء بينما fes (R,£,m)‏ من 
أجل .0«px2‏ 
5( لیکن (E,Z,u)‏ فضاء قياس اختياريًا و fog,‏ حيث Ack‏ 
و >(ه)س f Xe‏ عنصر من (بررا,ع) "۵ من أجل 
>م >0. وبما C)‏ (بر,,ع) ’£ فضاء متجهات فان 
n p‏ 
doXEaqaet (E,E,u)‏ 
1- 
من أجل {Ak} CE US‏ بحيث «u(A,)«o‏ (مر...,1-))» 
(o), RI‏ 
سوف نثبت GY!‏ متباينة بونغ" (Young)‏ ذات حدّين بطريقة تحليلية 
بحتة تختلف عن التي قدّمناها في التطبيق 55.6. 
توطنة 03.8 [متباينة يونغ]: ليكن e R^.‏ ,۰0 عندئذ من أجل كل زوج 
]هب[ × ]1,0[ e‏ (ورم) يحقق 2+1-1 فان 
a? b?‏ 


+ > واو . )1( 
q‏ م 


(یسدعی + الأس المرافق د م) 

. :ص المعرفة ب‎ OR Ala اثبات: نعتبر‎ 
Ab ge d 
9007 2x xti 


لدينا فورًا 5-1 ”هر 2 o3 ep"‏ "م سالبة تمامًا على الفترة <[o,a[‏ 
موجبة تمامًا على الفترة ]+1[ ون 0-()م IY‏ وإذا فقط كان 





(1942-1863) [Willian Henry Young] فنري يونغ‎ aly )' 
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.x-1‏ بما g"(1)>0 tj‏ عندئذ © تدرك قيمتها الصغرى 0 عند 
النقطة «X-1‏ وبالتالي الدالة p‏ موجبة علی المجموعة «Rt‏ 
بالإضافة إلى أنّ 
x-1‏ 900-20 )2( 
من الواضح کذلك Cj‏ المتباينة )1( محققة عندما يكون أحد الحدّين 
© أو b‏ معدومًا. نفرض اذن a»0 (DJ‏ و b»0‏ ونضع ۹/۳ x-ab‏ 
لنحصل ممّا سبق على 0 «g(ab*/^)2‏ أي 
-4/P < 1q Pp + 2‏ 
b +4‏ ات «ab‏ 
وبضرب الطرفين ب 6٩‏ نجد 
bY‏ , ^9 > وی = )4181/5 وى . 
p q‏ 


وهو المطلوب.ط 


ملاحظة 04.8: ينتج عن التكافؤ )2( أنّ طرفي المتباينة )1( يتساويان عندما 
يكون 1 - «x= ab /P‏ أي عندما تحصل المساواة .aP =b?‏ 
في الواقع متباينة يونغ ما هي الا حالة خاصة من المتباينة العامة 
«abs fpe (x)dx + f ¥ (x) dx‏ 

حيث 1ج D: R*‏ دالة متصلة ومتزايدة Gls‏ بحيث 0-)0($ 
و lim @(x)=+0‏ و =¥ . 

0ج بر 
یتساوی طرفا المتباينة إذا ولذا فقط كان .b=0(a)‏ 

LL. ۳ 

بأخذ “همير - D(x)‏ من أجل 1 <م. نجد مير - (۷) ۰۱۷ وبالتالي 

b?‏ تن 


< x)dx+ ۳ x)dx = —4— 
.ab < و‎ (۵ + | ۲ (x)d. UR 


مبرهنة 05.8 [متباينة هولدر # [Hólder‏ : لیکن .13«p«o‏ (ع)۳ > ۶ 





(1937-1859) [Otto Ludwig Hólder] jag اوتو‎ Ê 
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و q) «ge € *(E)‏ اس المرافق د ue (p‏ (ع)1 £ > ور بالاضافة 
إلى أن 
[feld us Np (f) Ns (9)‏ « )3( 


N, (h)= ( Ẹla du) ^ (functional) للدللي‎ N, حيث نرمز ب‎ 


-1<r<o 


إثبات: 13 كان 0- N,(f)N,(g)‏ فان f-0‏ أو ۰9-0 cd-u‏ ومنه 
di-yu <|fgl=0‏ ومن L[fg]du - 0 È‏ . وهكذا فان المتباينة )3( 
N 0 3 ET zip gm‏ ۸ . بأخذ b- g(x) à ۶ Go|‏ 
نفرض الان أن ۶0 (9) Wla) a 7 3S. N,(f)N‏ 
في المتباينة (1) نحصل على 
x‏ 4ا If OOP.‏ 3< ۸وا ۵ ٤ا cab‏ 
(9) “وار (۶) م۱۷ ° No(f)Np(9)‏ 

من أجل x US‏ في E‏ وبالمکاملة على E‏ نجد 

biddu > hc E a} + r1 Ell" au)‏ وزرب 
N'(f) , Ne )9(‏ 
)9( "و۳۷٩ pN,'(f)‏ 
نلاحظ أخيرا Gi‏ الطرف الأيمن ل )3( «xs‏ لكون ۶۳| و "إو| قابلتین 
للجمع على cE‏ وبالتالي فان W.fge L (E)‏ 








1 





+ 
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ملاحظة 06.8: 
1( نسمّي المتباينة )3( بمتباينة كوشي - (Cauchy-Schwarz) ? j Mà‏ عندما 





(1921-1843) [Hermann Amandus Schwarz] قرمان امندوس شوارز‎ (Û 
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يكون .p-q-2‏ اذن متباينة هولدر هي تعميم لمتباينة كوشي - شوارز 
إلى فضاءات لوبيغ. 
2( يتساوى طرفا المتباينة )3( إذا وإذا فقط كانت الدالتان |۴| و lg‏ 


متناسبتين بم-تأك في ع. 

سوف نثبت في المبرهنة التالية متباينة مثلثية بالغة الاهمّية في فضاءات 
da)‏ وبفضلها نحصل في المرحلة الأولى على نصف معيار Np‏ على 
فضاء المتجهات €P(E)‏ من أجل هه >م >1 . لدينا 


مبرهنة 07.8 [متباينة ميذكوفسكي ^ # :[Minkowski‏ لیکن f‏ و و عنصرين 
من p«o) g^ (E)‏ 15( عندئذ 


(4) -N,(f+9)<N,(f)+N,(9) 


إثبات: نفرض Yj‏ أن 1 -م» Mae‏ 
[If + ola‏ - (و + (f‏ ,لا 
مهو[ ((fl*lal)du [Ifidu‏ > 
<N,(f)+N, (9)‏ 
ومنه المتباينة )4( محققة من أجل 1 -م. 
ليكن الآن > م >1. من الواضح أن )4( محققة عندما يكون 
.N,(f+g)=0‏ نفرض N,(f+g)#0 d o‏ ونضع q=‏ 
(الأس المرافق ل م (. لدينا المتباينة التالية 


If + ”و‎ =|f + alf + a" > ۱۶۱۶ a^ + lallf + a" 





(1909-1864) [Hermann Minkowski] قرمان مينكوفسكي‎ (* 
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ومنه 
Kf + a^ du‏ = (و + N,P(f‏ 
Lifllf + a^" du Llallf + a" ap‏ > 
وبتطبیق متبايتة قولبر تحصل على ما يلي 


N,P(f + (و‎ 
> ایا | (۶) ,لا‎ + ° + Np )9( (lf + و‎ 
>) )۶( + ۷, )9(() Lf + an] ^" 
= (Np (f) + Np )9(( NP (f +9) 
نحصل على )4( كما هو مطلوب.ها‎ NT (fg) وبالتقسيم على‎ 


ملاحظة 08.8: 1) باعتبار الدالتين f= Xo‏ و پر وير - و على ]0,1[ 
التمرين 15. 

2( بتطبيق متباينة منكوفسكي نرى أن (E) & R^. MO‏ “© : ,۸ نصف 
معيار فقط على فضاء المتجهات LP(E)‏ وأنّه ليس معيارا لعدم 
استيفائه لخاصيّة هاوسمورف” Y N,(f)=0 GY (Hausdorff)‏ 
تستلزم ‘f =0 CO‏ بل نحصل على 0= di-yu “f‏ في E‏ 


3( لا as‏ على العموم علاقة مباشرة ما بين الفضاءات P(E)‏ ۰8 
فعلى سبيل المثال لدينا teL? (Jro)‏ غير أن deg'(ne[‏ 


ولدينا كذلك fee dod)‏ بينما Qoa)‏ ع حل . 





(1942-1868) [Felix Hausdorff] فيلكس قاوسرورف‎ (° 
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نستطيع بفضل المبرهنة التالية ترتيب الفضاءات P(E)‏ في فضاء 
قياس منته» لدينا 


مبرهنة 09.8: ليكن (E, E, H)‏ فضاء قياس منتهيا و © > > م (Oc‏ عندئذ 


«f e$€*(E) US من أجل‎ N (f) «n, (F)(u(E)) ۲ 
-$*(E)c $P(E) ومنه‎ 


إثبات: لتكن emefe$"(E)‏ ۲=2<1 و جب - ', (الأس المرافق 
ل ۲ ). بتطبيق متباينة هولهر نجد 

firr )مره‎ pur au) (fr ar)“ 

«( [ir du) (uE)? 


.N (f) N, (F)(u(E))™ PP AD 


ينتج عن الانتماء fe$"(E)‏ ومن کون القياس منتهيا Qj‏ الطرف 
الأيمن منته» وعليه فان الطرف الأيسر هو بدوره منته» وبالتالي 
.fe$^(E)‏ 

W.$??(E)c (ع)”‎ oF 


ملاحظة 10.8: يمكننا كتابة المتباينة ^" (f)u(E)‏ ,لل > N,(f)‏ 
كالاتي 


1 
9 


kiran)‏ (< هیچ 


1 
gatis تل‎ p» (1) (ds klar) الدالة‎ Cj وهذا معناه‎ 
.Np(1)21 cj الملاحظة‎ 
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من جهة أخرىء بتثبيت £7 ge‏ نحصل على USA‏ خطي 
G(f)- f, fody‏ متصل على (E)‏ £- 
لازمة 11.8 : لیکن (E, Y, u)‏ فضاء قياس منتهياء لدينا من أجل QS‏ 


م > ۲ 1 الاحتواء التالي -$'(E)c (E)‏ 


إثبات: الاحتواء واضح Lue‏ ۰۳-1 نفرض dua, 1«r Q OY‏ 
المبرهنة 09.8 من أجل 4-7 و W.p-1‏ 


تبيّن هذه اللازمة سعة الفضاء (ع)* £ مقارنة بالفضاءات (E)‏ ’£ 
الأخرى وذلك في Ala‏ القیاس المنتهي. Ci‏ في الحالة غير المنتهية 
فالاحتواء السابق ليس صحيحا على العموم. من جهة آخری» قد یکون 
الاحتواء ÉG‏ كما يؤكده المثال التالي: 
ot‏ 12.8: نعتبر فضاء القياس (۳,2[)0,[(,0) و 2--()۰۶ 
من الواضح fe *)[0,1[( o‏ بینما ([۶)[0,1 © ۶ ۶. إذن» 

-£ 2)[0,1[( c £ ' (Jo.1]) 


تعريف 13.8: لتكن E‏ مجموعة غير خالية و(أو .f:E>R (C‏ 
نعرف من أجل US‏ »> م >0 المجموع EJ‏ كالآتي 
xeE‏ 


20 = ادا‎ : Card (A) < oo 8۸ e} 
كما يلي‎ 77 (E) نعرق الفضاء‎ 
۶۳ هجعن | -زع)‎ Xy <=] 
«0O«p«o عندما‎ 


۶ (E)=Íf:E>R(or C): )همه‎ «| 
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عندما .p-o‏ 
نضع 
1/p‏ 
اماس ]رز عندما م > >0 
و efla = sup|f (x)|‏ عندما .p-o‏ 


بامکاننا إثبات المتباينتين التاليتين من أجل US‏ دالتين 
C)‏ أو( f,e9:ES R‏ 


متباينة [هولدر] 14.8: fal, > |f], |g],‏ |« حيث g‏ الأس المرافق للعدد 
0 > م > 1 . 


متباينة [مينكوفسكي] 15.8: ,أو|+ «|f|,‏ راو + راء من أجل مه > م >1. 


نشير إلى أن الدالي (E) R*.‏ 7⁄: |[ المعرف أعلاه معیار على 


«ZP(E)‏ من أجل © كم (4°(E).4,,) thy «1s‏ قضاء من کام: 


ملاحظة 16.8: 


1 في الواقع الفضاء /P(E)‏ ما هو الا الفضاء (يبر,(ع)2,ع)” 8 
Hc Cus‏ قياس العد. 


2( سوف نرمز ب ZP‏ للفضاء /P(E)‏ عندما .EZN‏ لدینا إذن 


۰0 > > عندما م‎ «° - [s e RC C): YR <o 


n20 


n20 


.p=0 عندما‎ P = ffan) cR(orC): supla,|<o} s 
n20 


من السهل إثبات c 9 cj‏ ۰۶۳ من أجل US‏ >> >۰1 وهي 
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عكس الخاصيّة المحصّل عليها في المبرهنة 09.8 بالنسبة للقياسات 
المنتهية. 


2- الفضاءات (esu)‏ ۰( >م >1) 


نعرف على الفضاء L (E)‏ علاقة التكافؤ التالية : 
(ب-تك في [fge8" (E), f&a] of=g (E‏ 
نرمز لفضاء القسمة v'(e,z,u) 4 €" (E)/&.‏ (نكتبه 
(e) uasa‏ »كما نرمز ب [f]‏ لصف تكافؤ العنصر 
(E)‏ > . بتزويد )£( بالعمليتين: 
+:L?(E)xL?(E) 5" (E)‏ و ,:Kxt'(E) St (E)‏ المعرفتين 
ب .]9 [g] -[f*‏ £14[ و 41[ (VA eK) « A[f]‏ نحصل على 
فضاء متجهات (U (E), s.) ane‏ على الحقل C)‏ أو KER‏ 
يتمتع بخواص هامّة للغاية. 
ملاحظة 17.8: 
1 سوف نتعامل مع عناصر الفضاء )£( (مجموعة صفوف 
التكافؤ) كدوال عادية طالما نتعامل مع ممثل اختياري لصف 
التكافؤء لذلك نرمز لصف التکافز (,۸>5۳)6(:۶8)-:[۶] 2 
f‏ إن لم يكن هنالك (gl‏ لبس. لدینا على سبیل المثال 


-Veelf] fdu- ody 
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R* gian us 2‏ (ع) ”8 : ,۸ فان Qa‏ 
[o,f‏ ج (E)‏ ما ,| 
المعرق ب 
au) ^. (Eifl)‏ تاراح ) - IF,‏ 
معيار على U(E)‏ لدينا حسب تعريف المعيار على فضاء القسمة ما 
يلي 
Ifl, = inf {N, (9), ae Lr] =N, (f)‏ 
C) (3‏ متباينة مبنكوفسكي غير صحيحة من أجل O<p<1‏ 


(راجع الملاحظة 08.8)» وبالتالي فالذالي [0,cof‏ ج t" (E)‏ .| ليس 
Myles‏ من أجل 1 > م > 0. والملفت للانتباه هو Cj‏ المتباينة التالية 
محققة: 

If + ما9‎ =I, + lali 


-0«p«1 و‎ f,geV" (E) US من أجل‎ 


وبوضع 
au)‏ 9۳ - ایا =( «d(f,g)-If - alb‏ 


نحصل على مترية على (s)‏ 1 > م >0» بحيث يكون الفضاء 
المتري GG (t^ (E),a)‏ وقابلا للفصل. نشير إلى cj‏ المترية d‏ لا 
تنبثق عن أي معيار |.| Ya‏ صار لدينا 


Jfl- 9)0,1(- اراي[‎ au 
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VAER (C j|Afl- Af سره‎ 2" Cif" au- A^ |f 


وهذا تناقض مع شرط تجانس المعيار. 


تعريف 18.8: نقول عن متتالية ری [,) من (E)‏ ^€ (على الترتیب» (L (E)‏ 
نها تتقارب بالوسط من المرتبة م إلى fe €^ (E)‏ (على الترتیب. [) (L‏ 


ae 1)E) ۳ 5۳ )۶( detis 
إذا حسققت‎ (f, — f. (على السترتیب»‎ f, — f ونكتبها‎ 
.( lim |f, - fl, = 0 (على السترتیب»‎ ۳), - f)- 0 


تنص المبرهنة التالية على C]‏ الفضاءات (s)‏ م >م >1» تامة 
بالنسبة للمعيار e|],‏ وهذا ما يفتقده الفضاءان R([a,b])‏ 
و C([a,b])‏ بالنسبة للمعيار ,|| كما يتبيّن في المثال التالي: 


مثال 19.8: على الرغم من الاحتواء التالي «C([a,b]) ct" ([a,b])‏ 

> م > إلا آن C([a,b])‏ ليس تامًا بالنسبة إلى المعيار ر|.|. 

لنعتبر على سبيل المثال على الفترة J-[-1,1]‏ المتتالية 

0,-1<x<-+4 

(Vn21) «f, (x)2 414 nx, - 1 > >0 
1, 0 > > 1 


من السهل التأکد من أن ECO)‏ ریر (مر) وأتها تحقق من أجل US‏ 
m» n21‏ المساواة 
i‏ 





* lfm e fall z (1- 2)( Aaa 
“Sy جل‎ f = aqoa] وعليه فإتها متتالية کوفیة. لدينا من جهة أخرىء‎ 


f 
بحيث وجل بر. ينتج فورًا عن وحدانية‎ geC(J) 355 نفرض‎ 
و متصلة.‎ OS =و» وهذا يتناقض مع‎ f à (4) النهاية في‎ 
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إذن الفضاء (c(l)‏ ليس Éu‏ 
في الواقع إن تتمّة ([6,5])© بالنسبة للمعيار ,اء|(وکذا فضاء الدوال 
القابلة للمكاملة بمفهوم ريمان (R([a,b])‏ هي لفضاء -L?([a,b])‏ 


مبرهنة 20.8 [ریس؟ - فيشر”] (Riesz-Fischer)‏ : ان الفضاء المعيّر 
(,(ع) ") تام من أجل کل p «oo‏ >1. 


إثبات: لتكن ری () متتالية كوشية في الفضاء (E)‏ 1ء عندئذ من أجل 
US‏ عدد طبيعي k‏ يوجد عدد طبيعي Cus) mQ21‏ 
-(Vm,n: m» n2 m,) Jo - falls (3)‏ 
نعرف متتالية الأعداد الطبيعية (n),‏ كالاتي 
n =m,‏ و )1 «nj = max (mj, nj-ı+‏ (2<ز۷). 
نحصل بهذه الكيفية على بره > ره > «m;‏ (۰)۲۷<21 ومن ثم فان 


Apu Fras z fi], s 


PI Y lf; 
j=1 


j+1 


f|‏ = بيك -,5« nD‏ و |رم- 
j=l‏ 
بتطبيق متباينة مينكوفسكي للمجموع S,‏ (هذا ممكن بفضل [aa‏ 


(1956-1880) [Friedrich Riesz] فريدريك ريس‎ (° 


(1922-1884) [Charles Albert Fischer] شارل البير فيشر‎ C 
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الاستقراء) نحصل على 


n 
امک‎ s LS di fn, 


1 کچ ...+ چ + + < 


22 72 


Nip 


وهذا من أجل US‏ 1<”. ومن جهة pal‏ 5« بتطبيق متباينة فاتو على 
المتتالية ,.,[”,5] نجد 


21 
1 > نر lim [ s,"‏ ک نك flims,” du- fs‏ 
وعليه فان Wall‏ 5 منتهية di-y‏ على . إذن» السلسلة 


In, * E Inns ~ Sn) 
Lay) D={xeE:S(x)< +0} متقاربة مطلقا بم-تأك على #. نضع‎ 
كما يلي‎ fiE>R أن “2 مجموعة مهملة)» ونعرف الدالة‎ 
رادي‎ UR ced 
leo 
الذالة المميّزة للمجموعة الجزئية 9. لدينا في الواقع‎ yp حيث‎ 
5 k-1 
f= mf, + (Ines fy ) to 


= lim (f, Zo 


ko 


وعليه فان ۶ دالة قابلة للقياس. لنثبت .f eV'(E) Of OY)‏ ينتج عن 
کون ریر(م) متتالية كوشية أن Me US‏ موجب 0< يوجد عدد 
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طبيعي N21‏ بحث من أجل ۸< و n, 2N‏ (المعرّف آعلاه) فان 


1-5], >“ 








[n على المتتاية‎ gts ونطبق متباينة‎ wem الآن‎ cit 
1<ز‎ 
ole تخل‎ 
p 
flimlf, - f, du- Gli- ۶۳ dus lim Cf, = f, | duse" 
J J 














f-f,- (f,- f)eV (E) o3 «f,- fev (E) D ومنه نستنتج‎ 
(f, eV (E) فضاء متجهات و‎ LP (E) OY) 


لدينا من جهة أخرى حسب المتباينة السابقة 


«(Vn2 N) Afa- fl, مره ۶۳ - اع )د‎ 


Eq 
P, n A 
Mp فضاء معيّر‎ P(E) إذن‎ hE وهذا يثبت أن م‎ 


ملاحظة 21.8: إذا كان f,— (f‏ وو كك ی فان 
«f(x)-g(x)‏ م-تأك x‏ في fog Lis «E‏ كصف تكافؤ وذلك 

لوحدانية النهاية في فضاء معيّر (لأنه فضاء انفصالي). 

لازمة 22.8: تقبل كل متتالية كوشية في (6)”! متتالية جزئية متقاربة تقريبًا 
أينما كانت في .٤‏ 

إثبات: بالرجوع إلى إثبات المبرهنة السابقة نجد Gf‏ المتتالية الجزئية 
(fs),‏ تحقق ۶ = fim f,‏ على المجموعة 0» مع التذكير أن “م 


مهملة» وهذا يعني بالضبط C]‏ ,كر تتقارب إلى m- cf‏ 
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هذه الآن صيغة خاصة لمبرهنة التقارب الرتیب في الفضاء (E)‏ ۰۷ 


مبرهنة 23.8 (الستقارب الرتيب في (ع)): (f), cU (E) osa‏ 


c1 p > oo‏ متتالية رتيبة بحيث م > sup|f, ||, « M‏ - عندئذ توجد دالة 
n21‏ 
f et" (E)‏ بحيث 


P 5‏ 
f‏ > رل f, — t-u‏ و -lim|f,], =f,‏ 
إثبات: نضع g -f-f‏ لذا كانت المتتالية (fj.‏ متزايدة 
و ,- ,- ,و9 لذا كانت ^ (fj‏ متناقصة. لدينا في US‏ الحالتين 
g, 20‏ و {g,}‏ متتالية متزايدة. نحصل بمقتضى متباينة هينكوفسكي 
على 

(vn22) del, = [fill + راما‎ < 2M 
نحصل على‎ (go) وبتطبيق مبرهنة التقارب الرتيب على المتتالية المتزايدة‎ 
-تأك.‎ ch=limg, حيث‎ «lim | gdu = [haus (2M)? <o 
و5<0. بوضع ۳/۴ -و نحصل على وج ,وء‎ hel (E) oY لدينا‎ 
-gel (E) بر-تك. مع الملاحظة أنّ‎ 
باستعمال المتباينة‎ 

«(Vp21) «(Vx,y20) مير‎ «y? x(x«y) 

نجد و - "و9 > «(Vn2 1) «(g-g,)'‏ ومنه 

«(vn>1) «0x|g- e, |; xal; - le. |; 








وبالتالي 
0 = ,|,9- ۸۳9 )5( 
بوضع وء + e=+1 Ge »f = f,‏ إذا كانت {f,}‏ متزايدة و1--م 
إذا كانت (f)‏ متناقصة نحصل على كوج كرء بم-تأك. 
لدينا من جهة أخرى» 
© > راو + ,]| ee], x‏ + ما «Ifl,‏ 
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«(Vn21) «|f - |,ر‎ |g- g,| نستنتج من المساواة‎ . ۴ ٤ا‎ (E) ومنه‎ 
E. lim|f,|, -|fl, ومن تم فان‎ «lim|f, - |, -0 t (5) ومن‎ 


no مجم‎ 














على غرار صيغة مبرهنة التقارب الرتیب في الفضاء exi L’ (E)‏ مبرهنة 
التقارب المرجح في (۶) ۰۷ 


مبرهنة 24.8 (التقارب المرجح في (L (E)‏ لتکن {fides cU (E)‏ 
o‏ > م > 1 منتالية بحیث f‏ ج (f,‏ بر-تأك. نفرض وجود دالة 
:gev'(E)‏ 0<و بحیث (9)۷> (*), «(Vn21)‏ (بر-تك). 
عندئذ» 





-lim| fil, - د ماک‎ ۳6 - fl, =0 «fev (E) 


Go adi‏ أن ids (f)‏ ذات عناصر قابلة للقياس و ۶ج 
بر-تأك. عندئذ ALU Alla f‏ للقیاس وتحقق 9 > celi ji‏ ومنه 
«fl, «lel, > ©‏ 





.f eV (E) o3 
تحقق‎ Lely قابلة للقياس‎ Alla ,و. من الواضح أن ,و‎ =|, - f نضع‎ 
المتباينة‎ 


(d-u) «(vn21) «Jg, s 277 (Ie Ifl) > )29(“‏ 
مع التذكير ev (E) tÍ‏ ”(و2). 
بمكاملة الطرفين نجد 
© >يرة"(29)] > سم ,و ] < 
ومنه -{g,} CU(E)‏ من جهة أخرىء لدينا 0ج cg,‏ م-تأك وهکذا 
فان US‏ شروط مبرهنة التقارب المرجح محفقة وبتطبیق هذه الأخيرة على 
المتتالية {g}‏ نجد 
عبرا di Lato Diog‏ 
ومنه 0- 43e 5 » lim|f, - f|,‏ فان E. lim|f,|, = |f],‏ 


no no 
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£°(E,2,p) الفضاء‎ -3 


یختلف تعریف الفضاء $^(E)‏ تمامًا عن سابقیه بحیث Y‏ نستعمل 
مفهوم التکامل في تعریفه كما هو الشأن بالنسبة إلى الفضاءات 
(E)‏ £ ۰*0>م >0. وفیما یخص القیاس فنفرض أنه غير منحل وال 
فلا أهميّة لهذا الفضاء. 


نقول عن fe M(E, Z, u) Als‏ انها محدودة تقريبًا أينما كانت في E‏ إذا 
وجد «|f(x)sM ex 0€M«o‏ -تلك ۶ . 
نعرف الفضاء sl) $(E,Z,u)‏ اختصارا $*(E)‏ إن لم يكن هناك 
أي لبس) AIS‏ 
-p}‏ تك 3M20:|f|« M,‏ : (مررظ,ع) وء (f‏ -(ع) ٩۳‏ 
أو أيضا 
-(f ex (E,E,n):N,(f)< =}‏ (ع) L°‏ 





۸, )۶(- inf spl f) AeZ, u(a)=0} cus 
E على‎ Gutul دوال محدودة‎ £” (E) pale تدعى‎ 

إذا كانت fe 2°(E)‏ فنسمّي عندئذ (۴) N‏ بالحد الأعلى الأساسي ل 
۶ نرمز له أحيانا ب -esssup|f|‏ 

لدينا oo‏ -(۶) ,۸ إذا وإذا فقط لا تقبل الدالة ۶ Gal Éa‏ على E‏ 


مثال 25.8: US‏ دالة محدودة على E‏ هي دالة محدودة Salud‏ على LE‏ 


(f— مهملة (مرتبطة‎ AEE توجد‎ f 91) (مر,:ة,‎ oS: 26.8 dyad 


eu 
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‘N.(f)=sup|f(x)| (1 
ip fl) ۵ 


NL(f) 3‏ هي أصغر قيمة تكون من أجلها 2( محققة. 


إثبات:1) عندما oo‏ - (۸,)۶ فبإمكاننا أخذ © -4 لنحصل على dA fll‏ 
نفرض إذن NL )/(> GI‏ نستنتج من تعريف (/) .لاا ومن تعريف 
الحذ الأدنى ol‏ من dal‏ کل n21‏ توجد مجموعة مهملة = € A,‏ 


> 
c3 


sup|f )(| < N. (f) 
مع 0-(4)يرء ولدينا كذلك‎ AcE t نجد‎ A- JA, بوضع‎ 
«(Vn2 1) “Ne )۶( > sup|f (X) > sup|f (| > N. (1) 5 
۰۸, )۶(- sup|f(x)| يؤدي إلى‎ e 
G وبما‎ xe ۸° US نستنتج من 1( أن (۶) .۷ >|(×)۴| من أجل‎ (2 
„di-y [f| NL (f) مهملة فهذا يعني أن‎ A 
بحيث‎ Gis Ise » لیکن‎ 3 


به > رر-تأك 
عندئذ » csup|f(x)|‏ من أجل US‏ مجموعة مهملة من 2. وعلیه 
xeD‏ 


فان 





(f) =n {sup (x) , Aes; w(A)=0} <a‏ لا 


وهكذا فان N (Ff)‏ هو أصغر عدد تكون من أجله الخاصتية 2( 


محققة. 18 


باستطاعتنا الآن تعميم متباينة 2499 إلى الزوج )1,2( -(9,م) 
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كالاتي: 


قضية 27.8 (متباينة هول ر ): لتکن f e$'(E)‏ و (ع)" ٩‏ > و عندنذ 
fge £ (E)‏ . بالاضافة إلى Ol‏ 
s N1(f)N. (9)‏ سروه |وراع] ٠‏ 6( 
إثبات: من المتباينة (g)‏ ,۸۷ كإو|ء م-تأك نحصل على 
(£)N. (9) <‏ ,۷ - بره (و)_اكوا] «N, )19( - fifllldus‏ 


ومن W.fgc £ (E) UES‏ 
لدينا القضية التالية: 


قضية 28.8: من أجل كل ۶ و و في (91)6,5 فان 
(f) N.(g)‏ ,۷ > (و+ -N.(f‏ 
إثبات: إذا كان + N,(f)o‏ أو + - (9) ,۸ فا المتباينة محفقة» 
نفرض D o3‏ + >(۸,)۶ و «NL (f) «o‏ من المتباينتين 
d-u «|f|sN,(f)‏ و (و) ,۸ >|و|۰ di-u‏ نری آن 
(و) ,۸۷ (f)‏ ,۷ > |و| +|۶| > |و +۰۱۶ -تاك 
ومنه W.N.(f-g)xN,(f)-N.(g)‏ 


قضية 29.8: لیکن (E,Z, u)‏ فضاء قياس منتهیا. إذا كانت f e © (E)‏ فان 
-limN, (f)=N..(f)‏ )7( 
إثبات: نفرض (f ±0 Gl‏ بر-تأك Yy‏ صارت النهاية المطلوبة بديهية. 
نستنتج فور من المبرهنة 09.8 T‏ 
-limsupN, (f) > N.(f)‏ )8( 
poo‏ 


من جهة آخری» من أجل كل Occ «NL (f)‏ نعرف المجموعة 
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غير المهملة ]2 Maie Az [xi|f(x))2 N. (f)-‏ 
NS)" > ffl a> (Ns (f)- €)” u(A)‏ 
ومنه 
(Ns (£)- (aC) "" «m, (f)‏ 
o3‏ 
«(N (f)-£)<liminf N, (f)‏ 
ينتج عن کون ء اختياريًا أن 
«N, (f) < liminf N,(f)‏ )9( 
ونحصل بفضل المتباينتين )8( و )9( على المساواة W.(7)‏ 
ملاحظة 30.8: هذه القضية هي على العموم غير صحيحة في فضاء غير 
منته» اعتبر على سبيل المثال دالة ثابتة (غير معدومة) على فترة غير 
محدودة من 18. نشير إلى أنه بامکاننا الحصول على نفس النتيجة في 
الحالة ۰0 (ع),م وذلك بتعويض الشرط مه >(ع)ی/ ب - 
e £ "(E)‏ تر -(Vpe]o,»[)‏ 


v(xu) الفضاء‎ -4 
علاقة التكافؤ التالية‎ $"(E) على‎ Gy 
f,ge L (E), fg f-g dip 
(آو اختصارا‎ v(Eza) . ب‎ SP(E)/R نرمز لفضاء القسمة‎ 
كالآتي‎ ll e (ع)‎ > [o,a[ al (£) ere ger (c (s) 


|f| = ess-sup|f|= inf (Mz 0 :|f|& M i-u} 
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تجدر الإشارة إلى أننا Y‏ نستطيع على الإطلاق تعويض 
Ifl =ess-supls|‏ ب sup|f()|‏ من أجل ممثل اختياري لصف 
التكافؤ ۶ Y],‏ وجدنا قيمًا متباينة لقيمة الحد الأعلى حسب صيغة US‏ 
uisa‏ لهذا cual‏ وغكين. الفضادات «e(e)‏ م >م 16 التي Y‏ 
تتغيّر فيها قيمة التكامل من أجل أي ممثل لصف ما فان 

“IAL. = inf )مه‎ 


قضية 31.8: إن لالي ,|.| معيار على الفضاء L (E)‏ 


إثبات: واضح )٤( D‏ "ا فضاء متجهات وأئه مهما تكن fet (E)‏ 
و A(R SC)‏ فان 0< =Alle «Ifl‏ ,|/۰/۸ لدينا من جهة 
آخری» 0- sso],‏ إثبات أن 0- ,|| يستلزم أن f=0‏ نلاحظ 
CJ‏ من أجل US‏ 1 <7 توجد مجموعة مهملة ٤<‏ ,۸4 بحيث 
+ >|(*)ماء (,4 ۶ ۷۲). نضع cA-[ JA,‏ عندئذ 
n21‏ 

.(Vx# A) «|f(x)|-0 و‎ u(A)=0 «AeZ 
(£) كعنصر (صف تكافؤ) من‎ f-0 إذن ۰۶-0 بر-تأك» أي‎ 
أخيراء ينتج عن القضية 28.8 أنّ‎ 

-fact (6) «Ital, اماك‎ lal. 


وهكذا فان fl,‏ معيار على الفضاء m. (E)‏ 
قضية 32.8: C‏ الفضاء المعيّر (e(«) UL.)‏ تام. 


إثبات: لتكن {f,}‏ منتالية كوشية في الفضاء t (e)‏ من dal‏ 
1 < ۲,۲ نضع 
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Sin = {KEE If fale <la (x)= f G9) 


f£, Go) و‎ 


T, عع عات‎ ‘fll. > 





بوضع U s.. J (Ur.‏ |^ نجد AcE‏ و .u(A)=0‏ لاحظ 


آن لكل ea‏ المتتالية ,.,[(:),/) کوهية في الفضاء المتري التام 
»R۸‏ ولتكن f(x)‏ نهايتها. بما آن ۸ Alege‏ فيمكننا وضع على سبيل 
المثال f(x)=0‏ على 4 . إذن الدالة ۸ ج ع: f‏ قابلة للقياس. يبقى لنا 
cu‏ أن fof‏ في (s)‏ بالتأکید» ليكن £20( tag‏ عدد 
.(vmonnzN) «f,-f| «se Ge N21 qx‏ إذن US‏ 
AS‏ ع × و n2N‏ مثبتین فان 

(YMN) «|f, (x)- f,(%)|S مک‎ = fll. <E 
وعليه فان‎ 

-(Vnz N) (Vxe A‘) «df, (x)- f(x) > ۶ 
وبما آن‎ (VnzN) «|f,- f|, e نستنتج فورًا أن‎ 

«fl, - |] - fu ful. ماک‎ = fla + ماما‎ > 
فضاء‎ (£) o3 „e (e) affa fer (s) فهذا يثبت أن‎ 


Mal معيّر‎ 





ملاحظة 33.8: يتبيّن من الإثبات السابق أن المتتالية الكوشية {Fibro‏ 


تؤول aou‏ إلى ۶ وأتها تتقارب بانتظام على ۸ إلى نفس النهاية 
A Cus cf‏ المجموعة المهملة المعرّفة في الإثبات. 


5- مبرهنات الكثافة وقابلية الفصل 


E, نقول عن‎ «E مجموعة جزئية من‎ Ep فضاء معيّرا و‎ (E,|.]) oS! 
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إنها كثيفة في E‏ اذا وجد من أجل كل 0<ع و ۶ f‏ عنصر ,]> f‏ 
بحيث 8 > | ر - Jf‏ 
كما نقول عن ع l3‏ قابلة للفصل (separable)‏ إذا وجدت مجموعة 
جزئية E,‏ قابلة للعد وكثيفة في DE‏ 
نستهل مبرهنات الكثافة بالنتيجة التالية: 
مبرهنة 34.8: ليكن (E, E, ui)‏ فضاء قياس و S‏ فضاء صفوف الدوال 
البسيطة القابلة للقياس على E‏ بحيث 
م > (WOES) «u((xeE:6(x)0])‏ 
عندئذ S‏ کثیف ف في (Ez, ui), ۳ p)‏ )۰ من أجل مه > م >1 . 


6-Y cg, عندئذ‎ OES أن (ع)۳ا- ک. لتكن‎ Y إثبات: لنثبت‎ 
k=1 
[c], من أجل ثوابت حقيقية مختلفة ليست كلها معدومة‎ 
لدينا من جهة أخرى‎ (AJ, cx, 
[efus [(m Siatz Yu 
= mÝ ll [x du- ۴ lel u(A.) 
k=1 kei 


< m'u((6»0))3 Je," <o 


diss (Ea) «wo! و‎ A c{xe£:0(x) #0} c 
T 0 SCU(E) 60<يه و1<م. إذن‎ 

لتكن (ع)”اء cf‏ نفرض على سبيل التيسير أن 0< »f‏ لأ كل دالة 
f‏ يمكن كتابتها على الشكل yi. fafi— f‏ 


314 — النظرية العامة للقياس والمكاملة 


.n21 من أجل‎ B, = !« :عع‎ f(x) < n} 
«(Vn21) «B, cC B,,, مجموعات قابلة للقياس وتحقق‎ B, CÍ لاحظ‎ 
(xe: f(x)» 0] -UB, ol بالإضافة إلى‎ 
sad من جهة‎ 

(4) u(B,)= f (G aus [Wl aus (Il au 
((Vnz1) ۸)8,(>۳ ||, «o ومنه‎ 
d-u ۰0, حصل على ۶ ج‎ ic(Wn21) ۰0, = f4, بوضع‎ 
»)بر . لدينا‎ >۴: f(x) 2 ]) 20 D مع الملاحظة‎ cn عندما مه‎ 
من جهة ثانية‎ 
« lO! au f f aus Mt auo 

UE ينتج عن المتباينة / > ,0 على‎ . (6) cV (E) cB وعليه‎ 
فيكفي تطبيق مبرهنة‎ f^ e €'(E) ti ly .(Vnz 1) «|f- 6," > f^ 
للحصول على‎ {|f-0,)"} .. التقارب المرجح على‎ 


«lim (1f =0, a= (lim|f- 6, du=0 

وهذا يعني D‏ من أجل كل عدد موجب £20 يوجد عدد طبيعي 
N, <1‏ بحيث ع > (vnz N,) «JG, - f|,‏ 
نستنتج من تعريف ,0 «(Vn21) ۰09, «n d‏ أي أنّ US‏ عنصر 
,۵ هو محدود على 6. وعليه Cà‏ من أجل الع دد الطبيعي Np‏ يوجد 
بمقتضى المبرهنة الأساسية للتقريب 33.4 متتالية من الدوال البسيطة القابلة 
للقياس [sj‏ وعدد طبيعي 1< ,۸ بحيث 

s,(x)- Oy, )*(| > € 


ومنه © > ولا +عک | ,| + > .(Vn>N,) snl,‏ 


«(Vnz N,) € 











s, — Oy, | = sup 
۳۹ xeE 


Alla نحصل على‎ O m, = Sm, Lng بوضع‎ «m, =max{N,,N,} ليكن‎ 
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بسيطة قابلة للقياس تحقق 
> (,,8)م >( (۶0() E:6,,‏ سب 
lonl, sl L <‏ 
إضافة إلى 
+l. - ol,‏ رای [F-om 1r‏ 
fau"‏ ج56 07 ( «gc‏ 
1/p‏ م 
=E + Í au)‏ 
1/p‏ 
e (a ers fan)‏ 5 
On - Sn, (Bm)‏ 


(Bn, ))‏ ”1 +1 ) - ) ,8( “اقرع e+‏ = 
وهكذا فان ى GES‏ في P(E)‏ من أجل م > م >1 .98 








Í Xe, 3 Sm, AB, 


دی < 








مبرهنة 35.8: ليكن (E, E, y)‏ فضاء قیاس. إن فضاء الدوال القابلة للقیاس 
المحدودة على E‏ کثیف في (U (Ez, y) M)‏ من أجل مه > م >1. 


إثبات: لتکن (ع)”اء ۶ بما Ol‏ ۶ - ۶-۶۳ فيكفي اعتبار 0< ۶. 
نعرف المتتالية (f).‏ كالاتي: 

-(Vn2 1) < f, = min( f ,n} 
ومنه‎ «(Vn21) «0s(f-f£) sf" و‎ ox(f) >۴” لدينا فورا‎ 
Shyla {(f- f, yt. المتتالية‎ Dj إضافة إلى‎ (f), cU (E) 
عندما‎ «fof d من الأعلى بالدالة القابلة للجمع *۶. بما‎ 


مج و Mare‏ مجت -(f-f,)’‏ 
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نستنتج من مبرهنة التقارب المرجح «lim [1f £l'au-o C]‏ ومنه 

0ج .|f- f£],‏ بما آن cf, = min(f,n] n‏ مهما يكن «n‏ فان 
(f).‏ متتالية من الدوال القابلة للقیاس والمحدودة. إذن» من أجل 
US‏ 0 < توجد دالة قابلة للقياس ومحدودة «N-N(e)z15 fy‏ 
بحيث ilf - ۶|, >١‏ وهو المطلوب.قا 





قضية 36.8: ان الفضاء الجزئي (E) " (E)‏ ”£8 كثيف في $"(E)‏ من 
أجل كل © > ورم >1. 


إثبات: ليكن 1 <م و (6)”؟ ع f‏ بحيث 0< .f‏ نعرّف من أجل n21‏ 
المجوعات الجزئية f(x) &n]‏ > :مع ») = ,۰8 لدينا حسب إثبات 
المبرهنة 32.8 (Vn2 1) «B, C B,,,‏ و 6 > «n |f|]‏ (رق)اس 
(Vn21)‏ بوضع ((Vn21) ۰60, = fy,‏ نحصل على ترج ,0« 
ير-تأك» cn o0 Lue‏ مع الملاحظة gj‏ 
e£: f(x) 2 ])-0‏ ء«])س. لدينا من جهة ثانية =L (E)‏ },6{« 
ولدينا من أجل 1€q«o US‏ ما يلي 

2 "a= [f dus [, 'au-n'u(8,) > « 
{0} وبالتالي فان (ع) (ع) "دح‎ «(&,) c e (E) «o3 
(vn21) ۰-۵, «f^ OLE على‎ 6, > f ينتج عن المتباينة‎ 
Và cn— o و ۶ج ,6« رتأك عندما‎ f^e$'(E) ol la aa 
نحصل بفضل مبرهنة التقارب المرجح على‎ 

"du (lim|f - 0," du- o 





6, 

















di rea 


إذن» من أجل xe US‏ 0 <ع يوجد عدد طبيعي NQ21‏ بحيث 
W.(VnzN,) ‘0, - f], «€‏ 





ملاحظة 37.8: نستنتج من قضية 36.8 Cj‏ الفضاء L (E)AN (E)‏ كثيف 
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في cL (E)‏ ولهذه النتيجة Anal‏ بالغة في نظريّة محولة فوریبه؟ 
(Fourier)‏ حيث jai‏ بفضل مبرهنة الكثافة من الفضاء الجزئي 
(ع)*مه(ع):*ع إلى الفضاء (E)‏ ”£ . 


ملاحظة 38.8: نذكر القارئ C‏ مساواة عنصرين من C(E)‏ (فضاء الدوال 
المتصلة على (E‏ أو من C, (E)‏ (فضاء الدوال المتصلة على ذات حامل 
متراص في (E‏ تقريبًا أينما کانا يستلزم أتهما متساويان على 6 . لدينا إذن» 
«ess.sup|f (x)| = sup|f (x)‏ من أجل كل .fec(E)‏ 


لدينا نتيجة الكثافة التالية: 


مبرهنة 39.8: ليكن )٤,2,//(‏ فضاء قياس يحقق شروط مبرهنة لوسين .440.4 
عندئذ يكون الفضاء (E)‏ .© كثيف في LP (E)‏ من أجل 0 > م >1. 


إثبات: لتكن (6)”اء f‏ . نرى من المبرهنة 34.8 43 من أجل US‏ عدد 
0 توجد (صف) Alla‏ بسيطة قابلة للقياس Q‏ بحيث 

u([xe£:6(x)«0]) «o‏ و6م>,|6-نا. 
بوضع .]20 A- (xe E:6(x)‏ نحصل على 6-0 على AC‏ 
بتطبيق مبرهنة omg)‏ 40.4 من أجل ع و ۵ السابقين» نجد دالة 
cu( (xe: F(x) #0(x)}) >“ cuss feC,(E)‏ إضافة إلى أن 


|= sup|f (x)|<|Al., 


بوضع u(B)«se? cu» B={xcE: f(x)#0(x)}‏ و f=0‏ على 
BE‏ « وعليه فان 





(1830-1768) [Jean Joseph Fourier] جان جوزيف فورييه‎ (* 
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lr- 7|, slr - 6۱, + 6-7 >» +( flo- far) 
1/p 
ee reto از‎ ifo 
MEN حم‎ 


<e+ ( (20l. Yan)” 


= +ع‎ 2|el 4°? (8) - (1 26|, Je 


وهكذا فان الفضاء C (E)‏ كثيف في B.L (E)‏ 


ملاحظة 40.8: 1( بأخذ [a,b]‏ -ع نجد C, ([a,b])e c([a,b]) Gi‏ 
كثيف في (a,b): L"([a, b], £, m)‏ ۰۱۳ من أجل هه >م 1€« وبما 
c([a,b]) c R([a,b])‏ عندئذ R([a,b])‏ هو بدوره كثيف في 
AP ([a,b])‏ - 

2( يعتبر الفضاء pco) (L^ (E),]];)‏ >1)» تتمّة الفضاء الجزئي 
I(E) «c (E) cV (E) GY C,(E)‏ فضاء معيّر تام 
و C, (E) -V(E)‏ . وبالخصوصء عندما (E,Z, u) - (R, £, m)‏ 
و1-م فان اف‌ضاء (E(R) LL)‏ المؤلف من (صفوف) الدوال 
القابلة للمكاملة بمفهوم لوبيغ هو التتمة الطبيعية للفضاء المعيّر غير التام 
(C.C Do)‏ وهكذا فان تكامل dug!‏ هو التعميم الطبيعي لتكامل 


C (R) على‎ ows 
(من‎ P(E) ليس كثيقا في‎ C (E) نشير إلى آن الفضاء الجزئي‎ )3 
(poo أجل‎ 


سوف نفرض فيما يأتي آن © مجموعة جزئية مفتوحة وغير خالية من 
17 . 
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تمهيدا لإثبات كثافة فضاء US‏ الدوال القابلة للاشتقاق بلا تناه وذات 
حامل متراص في «Q‏ والذي نرمز له ي (A)‏ في P(O)‏ 
نعتبر أسرة من الدوال {Ps} >o cc; (R^)‏ بحيث 

« f. o,dx=1و‎ supp(o.)c (x eR" :|x|« e] (9,20 


حیث Db‏ 2 +... + ييا + 2 = |x‏ المعيار الإقليدي في DR"‏ 
نسمّي هذه الأسرة بأسرة الدوال المُنظمة (regularizing functions)‏ أو 


(mollifiers)‏ . نعرتف من أجل US‏ دالة قابلة للقياس f :12” OR‏ منتظمة 
«f (regularized function)‏ ونرمز لها ب cf,‏ الدالة 


[foo G-v)ay- | f(x). (yay‏ )یک 


(نفرض Cj‏ التكامل معرتف تعريفا جيّدَا). 


(£),, cc (Rm) ue f eR") توطئة 41.8: لتكن‎ 
-supp(f,) c S, = supp(f) - (x € R^ :|x| > e] و‎ 


إثبات: نستعمل في الاحتواء الأول مبرهنة الاشتقاق تحت رمز التكامل 
مع دستور لیبنبر للاشتقاق» أمّا فيما يخص الاحتواء الثاني فيكفي 
اعتبار عنصر :5ع*« للحصول على 0 f(x)‏ أي .xesupp(f)‏ 

ومنه النتيجة المطلوبة.8 


توطئة 42.8: 1) إذا كانت e C(R^)‏ كرء فان f,‏ تؤول بانتظام إلى f‏ على DS‏ 
مجموعة جزئية متراصة من R”‏ عندما 0 —£. 

2( إذا كانت fel (R^)‏ هه >م 15 عندنذ (f, Ef‏ عندما 
-E>0‏ 


کف 1) کن cC RA‏ ۷ مجر عت جزئية Aa ad fia‏ من أجل کل 
xc 3,435 <0‏ 0> 5« متعلق ب» و ۰7 بحيث 


(vy:ly|«8) «(vxek) ‘|f(x-y)- f(x)«n 
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لدينا من جهة أخرى» 
fo) [.(F(x-y)- F000) 9, (yay‏ - )1 
fron 00) F(x) @ (yay‏ = 
Cus‏ إع > ابر|: «)- (ع,۰8)0 0 C‏ 
<n |, 9,۷27‏ 
£G)-f()sn o3‏ 


(Ve:e«ó):« 
K على‎ f, بك‎ 








2( لیکن 7<0» يوجد sche]‏ بحيث 7> cf - g|,‏ ولدينا حسب 
الجزء 1( من المبرهنة وج رو على US‏ مجموعة جزئية متراصة 
من "۰18 لدینا من جهة أخرى» «suppg, C B(0,) + 50009 cK,‏ 
K, ua‏ مجموعة جزئية à‏ اس 1 
felo. 69 - 8G dx= | Jo, 60 a(x)” dx‏ 
[supla (9) - Of 4, (60)‏ > 

حيث H- K, Usupp(g)‏ (مجموعة جزئية متراصة)؛ O3‏ 
وج لك cg,‏ عندما 0 ج ¢. لنستعمل الكتابة التالية 

(10) «f,-f=(f-9),+(9.-9)+(9-f) 





f.(x)= [fono (x-v)dy 
(£79), 097 ,م(/)(9- ۶) ی‎ (x- y)ay 5 
من أجل »> م >1 و و أمته المرافق ما يلي‎ jag لدينا بمقتضى متباينة‎ 
)- 9(,)((>] [o 6e] (fo 6-)i- ot ov] ^ 
> Lo. G-)If-a Gy] 


وبتطبيق مبرهنة فوبنيه نجد 
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f. kap (x-y)|F-al? (y)dydx‏ = ,(9- کب 
(v)( f.0. Gc)‏ 9۳اب = 
.If-g (vay < 1f - al;‏ | = 
نستخلص أخيرا من العلاقة )10( وممّا سبق أنّ 
el, + lo. - 9,‏ - /|2 ک fl,‏ — .| 


> 27+ e, - 9|, 
ومنه‎ 
(Y7>0) «limsup|f, - f|, > 7 
جم‎ 


وهذا يؤتي إلى مر .9 


مبرهنة 43.8: لتكن Q#D‏ مجموعة مفتوحة اختيارية في ۳ Maie‏ الفضاء 
C7 (O)‏ كثيف في P(Q)‏ من أجل © > م >1. 
إثبات: ليكن f el'(Q)‏ و ۰7<0 توجد حسب المبرهنة 39.8 


3 


gec,(Q)‏ بحيث > ورأو-را. 
نضع وزو - ۰6 عندئذ gev'(R")‏ » لدينا بفضل التوطئة 42.8 


gots‏ عندما 0ج م. من جهة أخرى» من أجل م صغير 
بالقدر الكافي 4Xà‏ 


. suppg, 8 +(ع,0)‎ suppg cQ 
لاقتصار ,3 على © فاتنا نحصل على‎ h, رمزنا ب‎ 13 d'ail 
Gl من أجل م صغير بالقدر الكافي» إضافة إلى‎ ch; >»: (Q) 

2« وراو - dh‏ عندما £20 


وهكذا فان 
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lh,- fl, a =h: 7) (07 Pla 
s \h, F 9|, « ۳ lg- flo <7 


إذن من أجل f eV (Q) US‏ و 0< ۰77 يوجد (62) 7 h,‏ بحيث 
‘lh. f|, a <7‏ وهذا يثبت C7(Q) Ui‏ كثيف في B.L'(O)‏ 


نذكر فيما يلي بمبرهنة ستون*- فايرشتراس 1° [Stone-Weierstrass]‏ 
الشهيرة الخاصة بتقريب الدوال المتصلة بكثيرات الحدود. 


تعريف 44.8: لتكن QCR”‏ مجموعة جزئية مفتوحة. نعرّف فضاء الدوال 
الحقيقية المحدودة والمتصلة بانتظام على ب (©)ء. إن الفضاء c(Q)‏ 
تام بالنسبة إلى المعيار Wf, = sup|f(x)]‏ 


ملاحظة 45.8: على العموم عناصر الفضاء C(Q)‏ ليست محدودة ولذلك 
فان «¢(Q)¢(2)‏ لدينا على سبيل المثال -c(R")ec(R*)‏ 


مبرهنة 46.8 [ستون- فايرشتراس]: لتكن QCR”‏ مجموعة جزئية مفتوحة 
ومحدودة. عندئذء من أجل US‏ عدد 0 < ع ودالة fec(Q)‏ يوجد كثير حدود 
6 ذو معاملات حقيقية بحيث 

«(Vx = (م,ری)‎ € 2) |f (x) - P(x) 

(اي Gi‏ مجموعة كثيرات الحدود كثيفة في (c(Q)‏ 





<€ 


(للإطلاع على هذه المبرهنة وتعميمها نوجه القارئ إلى كتب التحليل 
الدالي التي أسهبت فيها من كل الجوانب). 


(1989-1903) [Marshall Harvey Stone] agis مارشل قارف‎ )* 


(1897-1815) [Karl Theodor Weierstrass] كارل تيودور فايرشتراس‎ (° 
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هذه الآن بعض التطبيقات لمبرهنات الكثافة. نستهلها VU‏ بقابلية فصل 
الفضاء L(E)‏ من أجل E‏ فترة متراصة من R‏ ثم من أجل 
مجموعة جزئية مفتوحة ومحدودة من OR‏ 


مبرهنة 47.8: لتكن J=[a,b]‏ فترة منتهية من › Maie‏ الفضاءات 

(£,:240 £) .1> ,ل )”ا قابلة للفصل من أجل © > م‎ £,, m) 

إثبات: ليكن f el (J)‏ و c6»0‏ توجد حسب مبرهنة كثافة C,(J)‏ في 
v'(7)‏ دالة (/),©ء و بحيث 4 > ,]9 - ۰ من أجل الدالة 9 يوجد 
حسب مبرهنة ستون- فايرشتراس كثير حدود © ( ذو معاملات نسبية 


> 


cu 
(»-ه)و > ام -واء‎ 
ومنه‎ 
1/8 
ثم - وا (- ,ام - وا‎ ax) 
«(0-2 lg- ol, <$ 
o3 


|f - el, «If - el, +l9- vl, «$*$«5‏ 
وهكذا فان مجموعة كثيرات الحدود ذات المعاملات النسبية على د 
كثيفة في (J)‏ “1.1 
مبرهنة 48.8: لتكن CO C IR^‏ مجموعة جزئية مفتوحة ومحدودة Maie‏ 
الفضاءات (Q, Los)‏ ”ا قابلة للفصل من أجل © > م >15. 
(Ly = QL)‏ 
إثبات: نعرف من أجل k=1,2,...‏ المجموعات المتراصة 
<Q, ={xEQilx|<k & dist(x,dQ)> +}‏ 
حيث نرمز ب dist(x,0Q)‏ لمسافة x‏ إلى 262 (حد (Q‏ المعرّفة 
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ب  dist(x,0Q) = inf (x — y|, y € dQ}‏ 
لتكن P‏ مجموعة كثيرات الحدود على R”‏ ذات معاملات نسبية» نضع 
(ous, :0 P}‏ -8» (3<ا؟). 

C(Q,) قابلة للعدء ولدينا ,۶ كثيف في‎ D=| ۶, المجموعة‎ Cj 
kzı 

بمقتضى مبرهنة ستون- فايرشتراس. ليكن 0»£ و «fel'(Q)‏ توجد 

Af - gl, <4 بحيث‎ eec. (Q) 


من جهة أخرىء 13 كان <dist(suppg,AQ)‏ ۰2 يوجد pEP, Xue‏ 


بحيث 7 |2| > ol,‏ و۰ حيث (,) ,2 -|,ه]. 
o3‏ 


1/p 
le-el, =) f le o ax) 


<2,” l-el «s 
ومنه‎ 
Af - ol, و + ,9 - ۶ ک‎ - ol, <$+$<e 
وبالتالي‎ «L'(Q) في‎ ARES  دعلل نستخلص أن المجموعة القابلة‎ 
قابل للفصل.8‎ P(Q) الفضاء‎ 


ملاحظة 49.8: ان الفضاء (Q)‏ 1° لیس قابلا للفصل. بالفعل» نعتبر على 
سبیل المثال الفترة a, b[‏ =۵ من 1. نفرض Cj Yas‏ الفضاء 
(Q)‏ قابل للفصل, توجد عندئذ مجموعة جزئية قابلة للعد , ARES‏ 
(Q)‏ کات ع. من أجل US‏ 2 ۷ نضع 


}4< ماك (0):]f-‏ کات !ديق 


«(Vx,yeQ:xzy) J£ - 5], 71 ol بر ۰ بما‎ = Xj حيث‎ 
(Vx,y eQ:xzy) «By AB, =Ø 


أي م {By}‏ هي أسرة من المفتوحات ذات عناصر منفصلة مثنى 
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مثنى. نرفق الآن EQ US‏ عنصرا ,9 من ENB,‏ (غير خالية 
E OY‏ كثيفة في Quasi (P(Q)‏ على Alla‏ متباينة من © في E‏ 
وبالتالي تكون الفترة Q‏ قابلة للعد. وهذا تناقض. إذن P(Q)‏ ليس 
SUL‏ للفصل. 


بامکاننا كذلك إثبات Cj‏ الفضاء “7 غير قابل للفصل وذلك باعتبار 
المجموعة So‏ لكل المتتاليات u, =0 Cus Ibo et‏ أو 
1= ,۰۷ ان" S,‏ غير قابلة للعد» ولدينا 

-{u,} #{v,} Cus (Yunt {Vn} € So, ) dv, -u,|, =1 
أنّ الفضاء ”7 غير قابل للفصل.‎ V 54 نستنتج‎ 


نختم هذا الفصل بهذه المبرهنة التي تبيّن العلاقة ما بين الفضاءات 


مبرهنة 50.8: كل فضاء هيلبرتي قابل للفصل ذي بعد غير منته هو متقايس مع 
الفضاء ?£. 


إثبات: يكون فضاء هيلبرتي H‏ متقايسًا مع *7 إذا وجد تشاكل خطي 
(isomorphism)‏ ?£ ج T:H‏ بحيث 
«(Yx €H) «[rx|,. =x];‏ 
بالإضافة إلى أن (Vx,y e H) «(Do Ty), = Goy),‏ 
(f), OS‏ قاعدة متعامدة ومتجانسة H‏ ریر(,ع) القاعدة 
ahil‏ لطبيعية ی عندئذ» 
x= Doh)‏ و السازة = (Vxen) bl‏ 
n21 n21‏ 
cj‏ الدالة ?£ T:H—‏ المعرفة — 
Y (x, f,)e,‏ ديق «(Vx eH)‏ 
n>1‏ 
تشاكل خطي يحقق الخاصيتين: 
«(Vx,y eH) «(Tx,Ty),. = (XD, (‏ 
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2 
ب) ,|= 





(xf) 
وهو المطلوب.ط‎ 





«(vxeH) «TK, = X 


n21 


مسألة محلولة 


1 لتكن e € (R,c,m)‏ کر ei‏ أن 

(VheR). | f(x+h)dx=[ f(x)dx 
للدالة‎ f, مه > م >1. إذا رمزنا ب‎ «f el'(R,£,m) os 2 
أثبت أن الدالة‎ (f تدعی إنزياح‎ ( (VxeR) «f (x) f(x-h) 
متصلة بانتظام.‎ L'(R,£,m) نحو‎ R جام المعرّفة من‎ f, 
استنتج أن الدالة 1# ج 0:18 المعرّفة ب‎ (3 

o(y)= | F(x+y)a(x)ax 

wil q) کات و.‎ (R,£,m), f eU'(R,£,m) حيث‎ R متصلة على‎ 
(p المرافق ل‎ 


الحل: 


oS 1‏ £ عندئذ 


Lu (x+h)dx=[ s (x) dx -m(A- h) 
=m(A)= fiza (x)dx 
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وهذا يعني C‏ العلاقة محققة من أجل f2f'-f Ola. fay,‏ 
فيكفي اعتبار الحالة ۶<0. توجد بمقتضى المبرهنة الأساسية للتقريب 
متتالية متزايدة CS*(R,£,m)‏ 


ویر },9{ بحیث f‏ جگ ,9( عندما 


Nn 
Mac O, = Cen dag نفرض أن‎ .n—o 
k=1 ١ 


[foc (۵۷ > [ lime, (x+h) dx = lim | 0,(x+h)dx 


Nn 
= lim مه‎ f a, (x +h) ax 
no kei n 
Nn 


= lim Y c, , Ln. (x)dx 


وج مجم 


= lim | 6, (x)dx- | f(x)dx 
ينتج عن کثافة فضاء الدوال المتصلة ذات حامل متراص‎ )2 
£20 US أن من أجل‎ (1€ p«o) 4" (R,£,m) في‎ C,(R) 
و ذات حامل‎ ciu -|f-gl,<¢ >~ gec,(R) توجد‎ 
(Vxe]-M,M[) «g(x) 0 بحيث‎ M»0 متراص» يوجد عندئذ‎ 
8 [0,1/] من جهة أخرىء ينتج عن کون و متصلة بانتظام وجود‎ 
«|v-u|«ó بحيث ۶ > (۷)و-()و| طالما کان‎ (s (متعلق ی‎ 
وه‎ 
p p 
[| »)و - (۷- »)ول‎ -(( dx- | \g(x-v)-g(x-u)] dx 


> ”ع‎ (2M + ۲ - 5( > "ع‎ )20 + 8( > 3Me 


S-M,T+M] 


Q3 -T=max(u,v) و‎ 5 - min(u,v) Gus 
وبالتالي‎ «|g, - ,رو‎ <(3M)” £ 
را‎ - |) -9,(+ (e. -9.)* (s. - .)], 
<|(f-9),|, +19, - ما9‎ * Ko- اد(‎ 
نجد‎ (R (اتهما قابلتان للجمع على‎ g^ بتطبيق 1) 1 ۶۳| و‎ 














f.‏ - ولا 
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« Ke-0.], =K (ه-‎ |, =۶ - al, 


وعليه فان 








f, - full, ک‎ 21f - gl, + 
وهذا يتبت أن الدالة‎ .|v-u|« 5 تحققان‎ vig u US من أجل‎ 

-U(R,L,m) نحو‎ R جام مئصلة بانتظام من‎ f, 
fun - 4|, -0 (2 مير. لدينا من جهة حسب‎ ٤۸ لیکن‎ )3 








9, - g,|, > 26+ (3M) ۶ 


«lim 
مجم‎ 








ومن جهة أخرى نحصل بفضل متباينة 2499 ومن 1) على 
)و e(y)|s [If (x+y +h)- foc)‏ -زم + ير)ما 
«fos - f|,lel.‏ 
ومن OBS‏ 
-lim|p(y + 5)- e(y)|- 0‏ 
وهذا يثبت Cj‏ الدالة م متصلة على . 


تمارين مقترحة 


01 ليكن ca, be Rt‏ أثبت Of‏ من أجل كل عدد موجب ULG‏ € وکل زوج 
o]‏ رل[ (p,q) ]1,0f x‏ بحيث 1 -1 +2 فان 


D'q 
D apl 
.abxe2— + ع‎ sb 
p q 


2 إلى أي فضاء من الفضاءات S ^(R)‏ تنتمي الدوال R‏ ج #: f‏ 
الآتية: 
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4(x)e-b(1«e") (1‏ 
(x) (2‏ ”و f(x) - |xl"‏ « حيث و gcC"(R,R)‏ يحقق 
مه > (VxeR)«(VkeN,vjeN) « x lg? (x)|‏ 
G‏ () یر -(*)1 حیث 420 
08 لیکن م > و > م >1 . قارن بین الفضائین (E,Z, u)‏ ’£ 
و (2,/۸,ع)* £ من أجل فضاءات القیاس التالية: 
(E,Z,u) -(N,9(N),u,) (1‏ حیث يبر قياس العد. 
cua (E,Z, 4) -(S,9(R),5,) (2‏ ,5 قياس ديراك عند 
النقطة ۸ ac‏ المعرف ب .1 -(۸) ,8 عندما 4 ۰0 
و ۸(<0) ,5 عندما ۸ ۶ ۵. 
04 1) إذا كانت (۶) ”8 > و,ثرء م > م >1 أثبت أن 
.min(f,g), max(f,g) e $^ (E)‏ 
2( أوجد أسرة (ع) *5> (£j,‏ بحيث -supf, e £” (E)‏ 
ieJ‏ 
6 لیکن (E, 2, u)‏ فضاء قياس اختياريًا. نقول عن عنصرين f,g e (E)‏ 
Lagi]‏ متعامدان» ونكتب و ۱ cf‏ إذا حققا العلاقة التالية: 
fodu=0‏ ,| << ور <- 
1( آثبت صحة مساواة فيثاغورغ"" [Pythagoras]‏ التالية: 
el - [Fle + lal‏ +۰ 
من أجل eU (E) ds‏ و,] بحیث -f Lg‏ 
2( آثبت صحة المساواة التالية: 


(v.a ev ()) ۰۶+ ol +۶ - ol = 2۶1 + 





'!) فيثاغورث [Pythagoras]‏ )492- 572 ق.م.( 
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(تدعى متطابقة متوازي الأضلاع). 
6 لیکن (E,Z,u)‏ فضاء قياس بحيث M(E)=1‏ و 
f,g: E— ]0,+[‏ دالتين قابلتين للقياس. 
أثبت أن di-yu fg>1‏ يستلزم أن 
(ttn) fod) <1‏ 
OF‏ لیکن (E,D, u)‏ فضاء قياس اختياريًا و p «oo‏ 1€ برهن على Ob‏ 


cu({xeE:|f(x)|>a})<(f], Ze)" 
(Bienaymé-Chebyshev .(تدعی متباينة‎ f € (E) و‎ a>0 من أجل كل‎ 
. : 2 لیکن (/,<,ع) فضاء قياس اختياريًا و 18 ج‎ 8 
أثبت المتباينة التالية‎ )1 
p/q 
ff 
" 2 


iren «(fono p 


من أجل Us‏ دالة قابلة للقياس ۴[ جع : و بحيث 0 < |و| و 1«p,q«o‏ 
أسان مترافقان. 





2( أثبت في الفضاء (R, C, m)‏ المتباينة التالية 

( ] ۶۱ > 2) kels? ax) 

ثم استنتج الاستلزام التالي 
fe £'(R)‏ (ج) € .e"/? fe‏ 

09 أثبت آنه يتساوى طرفا متباينة 99 إذا وإذا فقط كانت ”|۴| و lol‏ 

متناسبتين p‏ تأك في SE‏ 

0 ليكن (E,Z, ur)‏ فضاء قياس اختیاریا و p B «a‏ وب آعدادا موجبة 

تمامًا. إذا كان fe ©” (E)‏ و *(E)‏ > و فلأي $'(E)‏ فضاء تنتمي 
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الدالة ۴و *If‏ 
7 لیکن (E,Z,u)‏ فضاء قياس اختیاریًاء (ع)” © fe‏ و «ge €*(E)‏ 
حیث [0,0] رم . 


1( أثبت أن (و) (fg) SN, (f) Ns‏ ,۰۸۷ من أجل r‏ يحقق 


ajn 


1 
=+ 
p 


هم | هي 


2( استنتج أن -fge £" (E)‏ 
oss‏ الآن p,qe]te|‏ بحيث وم > و +م. نفرض أن 
(EZ, u)s A cr (E,Z,u)‏ کات 1o.)...‏ بحيث 

f, ——f‏ و 9 ,و. 
3( آوجد الفضاء المناسب الذي تتقارب فيه المتتالية {fgn} na,‏ 
12 (تعميم متباينة فولرر) لیکن [1,0] > P2»,‏ ,وم بحيث 
1= 

أثبت المتباينة التالية: 

» ی‎ fn fl, lel, nl 
«fa far fa €MU(E,Z) من أجل كل‎ 
.7 مساعرة: استدل بالاستقراء على‎ 
وذلك من أجل کل‎ L(E)AL(E)CL(E) أثبت الاحتواء‎ 8 
.1> بحيث > > > م‎ (p,q,r) ثلاثية‎ 
»كوكم >1 . أثبت أن‎ og ۶ 
.xe ۳ من أجل كل‎ «|x|, ک‎ [x], و‎ ۶۲۳ ٩ 
فضاء قياس اختیاریًا و 1 > م >0. نضع‎ (E,Z,u) لیکن‎ 6 

p 


$ أثبت ما‎ .q=-—— 
أثبت ما يلي‎ .q TEF 


iy 1‏ كانت ge$'(E)  fe$"(E)‏ فان 
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(firr فلا > مه وا ) “زمره‎ 
فان‎ fige £’ (E) إذا كانت‎ (2 
(firr a)” «(flot au)" <( + lal)” de)” 

6 ليكن (E,Z, u)‏ فضاء قياس pe[to[ «eia‏ و f ES‏ دالة 
قابلة للقیاس. نضع من أجل کل ۰۱۰ 

. يه‎ [xe E: n-ix|f(x)|«n] 
أثبت التكافؤ التالي‎ 

.2 ۳ (رها)س‎ > e 2 (E) 


os 7‏ كم ۰15 (18) "> f‏ و (R)‏ ”كك > و. آثبت أن الدالة 
f(x-y)a(y)‏ جار عنصر من (R)‏ ۰£ تقريبًا من أجل US‏ 
> . لمثل هذه القيم للمتغيّر X‏ نعرف الدالة 
x f*g(x)=  f(x-v)e(v)dy‏ 
(يدعى ضرب إلتفاف f‏ و -(convolution product) (g‏ 
أثبت أن f*ae £” (R)‏ و راا ,اک راو *۰۶ 
8 لیکن (E,E,u)‏ فضاء قياس بحيث u(E)=1‏ ولتكن (£)'£ > ۶. 
نضع a [fd‏ 
ow (i‏ أن من أجل US‏ ]1,»0]> م الدالة فان 
e £E)‏ ““(راجة) = 5« ون [&dus1*a‏ . 


ب) بتطبيق متباينة جنسان [Jensen]‏ أثبت أن 
/1 
[Edu‏ > )1827( 


9 لیکن (E,Z,u)‏ فضاء قياس بحيث 1 u(E)-‏ و f:ES‏ دالة 
قابلة للقیاس. نفرض وجود 0 < رم بحیث ۵ > بره [If‏ . 
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ed المعرفة ب‎ g:]o,o[ -< R الدالة‎ oi بين‎ (1 


a) g(x)- > 


. lim g(x) متزايدة ثم أوجد‎ ( ca عدد‎ < 0 
x20" 
= Uso juejfde عام‎ 
)وا حيث‎ [tan eet an 


[xe E: f(x) 0]‏ = رع. 
ge (R,£,m), f eV'(R,£,m) os 20‏ حيث م وو اسان 
مترافقان ومنتهيان. 
es a‏ آن (VAeR)(VAe£) «m(AA)=|A|m(A)‏ 
2© بين أن (VAeR') «Jal, = 3/41] (4x)|,‏ 
oes‏ 
lim, [.fG0s(4x)dm-o‏ ‘ 9( 
4( إذا فرضنا وجود GER’‏ بحيث 
«(Vx eR) «g(x+a)=-9(x)‏ 
أثبت Of‏ النتيجة (*) تبقى محققة من أجل الزوج  (1,2»)‏ (و,م). 
«fe £'(R,£,m) os(127‏ (۰>م >1). 
أثبت Of‏ النهاية Jim f(x)‏ معدومة في حالة وجودها. 
Q) «g(x) = zo (x) os )2‏ مجموعة الأعداد النسبية). 
ge £'(R,£,m) d adi‏ بينما jim g(x)‏ غير موجودة. 
(E,Z, u) osa 22‏ ات ) متتالية کوشية بحيث f(x)‏ ج «f (x)‏ 
سبتاك. fel (E) o adi‏ و f‏ جگ ,ر . 


«(f BN cg (E Z,u) oi 28‏ © >م > 1 ۰ بحیث جر 
ب تأك. مع f > M(E, E)‏ . أثبت Sisi‏ القضيتين: 
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«lim [|f,-fPdu=0 (i 
du s fe$*(E) ب)‎ 








24 أثبت أن الفضاء C, (R)‏ ليس کثیقا في J^ (R,£,m)‏ 


مساعرة: اعتبر الدالة المحدودة 


-1,x«0 
r-i; x20 
. EL f بحيث‎ {fang -6,)18( أنه لاتوجد‎ ou 
1 > فضاء قياس اختياريًاء 6 >م‎ (E, E,u) ليكن‎ 25 
{h} CME, 2) و‎ 
أثبت المتباينة التالية (متباينة مينكوفسكي المعمّمة):‎ 


و 


nèi 


-{a, um. {b e cR os 26‏ 
استنتج من متباينتي هولهر و مينكوفسكي أن 


(Er). 0‏ دم 


من أجل كل أستين مترافقین © > p,q‏ >1. 


5 yp 5 Yp ai Yp 
(Ser) (Èr) (inr) e 


n-i n-1 








a,b, 
n=1 





من أجل مه > م >1. 
مساعمة: اعتبر الحالتین المنتهية وغير المنتهية للطرف الأیمن للمتباینتین 1) 
25( 
27 لیکن هم > م >1 و( CR^ R^‏ ۶. نعرق 
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.)0> x«o) «(x)= f(y)dy 


lo,x[ 
p gs 

أثبت أ — 0 
es (1‏ أن lel, s" 1M.‏ 
2( استنتج أن الدالة م fio‏ تقبل تمدیذا متصلا من ( 1)۸ نحو 
(R^)‏ لا حيث £m)‏ ^ :)اعد( (R;‏ 
3 بيّن بمثال أنه لا يمكن تعويض الثابت ج في السؤال 1) بثابت أصغر منه. 
8 من أجل كل ]«,1]> ,م نعرق الفضاء التالي: 

۸۳-۶۰9» ((ه) گر‎ f+ fe F(R’), f-feL(r)} 
-(VxeR) f(x)» f(-x) : معرفة ب‎ f dus 
۰۸۳۹ 6۸ = £” )1( 5" (R) أثبت أن‎ )1 
.1> من أجل هم >م‎ AP" = £"(R). ol استنتج‎ 2 
ol و,۶. بین‎ > 8” (E) لیکن 1> >۰0 و‎ 9 
(vxz0). 0xu(x) 2*۳ )1+(-)1+( (1 
-N (f + (و‎ > 223 (N, (f)+N,(9)) of استنتج‎ (2 


ir (^ WE E 


9 مه 


catt‏ التاسع 
قابلية الاشتقاق 


سوف ثعرف في هذا الفصل قابليّة الاشتقاق لدى التوال العددية ونثبت 
de sana Cj‏ الدوال مطلقة الاتصال والتوال ذات التغيّرات المحدودة 
هي إحدى المجموعات المهمّة التي تمتاز بهذه الخاصتية. نقتم هذه 
المفاهيم مع بعض الخصائص الهامة بغية إثبات المبرهنتين الأساسيتين 
للحساب (الأولى والثانية) في إطار تكامل لوبيغ. 


1- الدوال القابلة للاشتقاق 
XER oS‏ و 8<0. 


تعريف 01.09: ثعرّف المشتقة الدنيا (على الترتیب. العليا) من اليمين عند 
النقطة xg‏ لدالة عددية f:[xo,xo* 9| >R‏ بحيث 8 > () ب 


"TW" h)- 
«D, $ (xo) = Jim ing Fete) 


(على الترتیب, 


(Dt = fi f(xo*h)- f(xo) 
dil is... ER EE 


تعريف 02.09: ci as‏ المشتقة الدنيا (على الترتیب. العليا) من اليسار عند 

النقطة xo‏ لدالة عددية f:]xo-2,x9] >R‏ بحيث eR‏ (م)۶ ب 
ng F(Xoth)-f(xo)‏ . 

«Df (xo )= lim inf aa 

7 o) pd h 


(علی الترتيب» 


340 — ٍنظرية العامة للقياس والمكاملة 


2 f(xo+h)-f(xo) 
. =li TUO T N07. 
(D f(xo) im sup 


cipi‏ القيم D'f «Df «Df‏ و D,f‏ بمشتقات (Dini) ! jj‏ للدالة 
-f‏ 

ملاحظة 03.09: 1( ينبغي f Aa‏ أن تكون ذات قيمة منتهية عند النقطة 
م× في التعاريف السابقة حتى يكون لمشتقات ديني معنى. 


2 على العموم تأخذ مشتقات دين قيمها في المستقيم الحقيقي الموسّع 
UR.‏ ولدينا في كل الحالات 


s D,f (xo) D' f (x9) 3 D (م)‎ > 1( ۶)( 


تعریف 04.09: نقول عن دالة عددية ‏ إتها قابلة للاشتقاق من اليمين عند 
النقطة xo‏ إذا كان -D* f(x9)= Dif (xo)ER‏ 
تسمّى هذه القيمة المشتركة بالمشتقة عن يمين مكاء ونرمز لها ب () -fi‏ 


تعریف 05.09: نقول عن دالة عددية f‏ إتها قابلة للاشتقاق من اليسار عند 
النقطة xo‏ إذا كان D f(x) eR‏ <(و) .D‏ 

تسمّى هذه القيمة المشتركة بالمشتقة عن يسار Xo‏ ونرمز لها ب (م) f‏ 

تعريف 06.09: نقول عن دالة عددية f‏ انها قابلة للاشتقاق عند النقطة xg‏ اذا 
كانت مشتقات juo"‏ " الأربع متساوية ومنتهية. تدعى قيمتهم المشتركة مشتقة f‏ 
عند Xo‏ ونرمز لها ب -f'(xo)‏ 


إذن» تكون الذالة العددية ۶ قابلة للاشتقاق عند xg‏ إذا وإذا فقط حققت 


eR‏ (م»)'1 f.)‏ (ولا)ب. 





(1918-1845) [Ulisse Dini] j> اوليس‎ (' 


الفصل التاسع: قابلية الاشتقاة + — —| 341 


ملاحظة 07.09: نقول عن f‏ إتها قابلة للاشتقاق على [a,b]‏ إذا كانت 
fi (a)‏ و (۵) f‏ موجودتين وكانت f‏ قابلة للاشتقاق عند US‏ نقطة 
من الفترة المفتوحة ]ط,ه[. 


Dè Gaal. f(x) =|x| AWA R مثال 08.09 : نعتبر على‎ 
D f(0)=D_f(0)=-15  D'f(0)- D,f(0)-1 
-Xo =0 ليست قابلة للاشتقاق عند النقطة‎ f ومنه‎ 


. f(x)=1- zog (x) AW [0,1] مثال 09.09 : نعتبر على‎ 


٠‏ إذا كانت Ud xp eQ‏ 0-(0»)لرء وبالتالي 











« lim inf ال( کتک‎ - fim ® = 0 
h>0 h>0 hoo hl 





« lim sup 


f(xo*h)-f(xo) 
مجم‎ bso h 


= lim مدع‎ 
h>0 LI 


f(xo*h)- f(xo) 
h 





= lim - 1, — —oo 


lim inf im ¬ 


h>0 h<0 





. lim sup RG) IE) = ۳-3-0 و‎ 
h>0 h<0 مجم‎ | | 


إذن» IN‏ كانت @ > م× فان 
D,f(xo)=0‏ رص+- ()۶ 1 
و مه -()۶-ظ .D f(x9)=0,‏ 
ولذا كانت €[0,1]1Q‏ م× فاتّنا نحصل بنفس الكيفية على 
مه > D* f(x9)=9, D, f (x9)‏ 


Df (x9) ,مدع‎ D_f(x9)=0 و‎ 
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قضية 10.09: كل دالة قابلة للاشتقاق عند نقطة ما هي متصلة عند هذه التقطة. 

إثبات: لتكن f‏ دالة قابلة للاشتقاق عند نقطة eR‏ مد عندئذ (م*) f,‏ 

و f (xo)‏ موجودتان ومنتهيتان» وعليه فان 

< lim Herth) fog) = fi (xo) و‎ lim, H(xo+h)-f(x0) = ۶ (x) 

مجم مجم 

وبالتالي lim f(xo+h)= lim f(xo+h)=f(xo)‏ (والا صارت 
h—07‏ “مجم 

f. (xo)‏ و f- (xo)‏ غير منتهيتين). 


إذن» f‏ متصلة عند النقطة Mex,‏ 


ملاحظة 11.09: توجد دوال متصلة غير قابلة للاشتقاق» فعلى سبيل المثال 
yd f:R>R Aa‏ ب f(x)-|x|‏ مثصلة عند US‏ نقطة من 
Lis R‏ لا تقبل الاشتقاق عند 0= xp‏ (راجع المثال 08.09). 

توجد هنالك she‏ أمثلة لدوال متصلة على مجموعة تعريفها الا أتها 
ليست قابلة للاشتقاق عند Xj‏ نقطة منهاء وأول هذه الأمثلة هي Ala‏ 
فايرشتراس” (Weierstrass)‏ التالية 


s n n 
=Zb a 
f(x) E cos( ax) 
ab» 1437 و‎ 0<b<1 عدد طبيعي فردي»‎ a>1 Cu 


یعتمد اثبات المبرهنة التالية على مفهوم تغطية فيتالي” (Vitali)‏ التي 
تنص على أن US‏ تغطية لمجموعة جزئية ACR‏ ذات قياس خارجي 
(ug)‏ منته تحتوي على منتالية من المجموعات المغلقة والمنفصلة 
مثنی مثنى Cus‏ تغطي A‏ كلها ما عدا مجموعة مهملة. 





(1897-1815) [Karl Theodor Weierstrass] کارل تبودور فایرشتراس‎ (C 
(1932-1875) [Giuseppe Vitali] جيوساب فيتالي‎ C 
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تذكرنا هذه Jaci)‏ بمبرهنة هاین*-بورال (Heine-Borel)‏ التي تنص 
على US Uf‏ تغطية مفتوحة لمجموعة متراصة KOR"‏ تقبل تغطية 
جزئية مفتوحة منتهية غير C]‏ هذه المجموعات ليست بالضرورة ذات 
نعرف 'تغطيّة فينالي" كالآتي: 

تعريف 12.09: لتكن A‏ مجموعة جزئية من #]. نسمّي الأسرة ۸ المكونة 
من فترات جزئية مغلقة ومحدودة من R‏ (مختلفة عن المجموعات أحاديّة 
العنصر) تغطيّة فيتالي ل ۸ إذا وجدت من أجل US‏ 0<م و xc A‏ فترة 
ex Je N‏ 1 « و ع >(1)1. £(J))‏ طول الفترة (J‏ 

مثال 13.09: )13 كانت A‏ مجموعة جزئية من R‏ فان الأسرة 

.۸ تغطيّة فيتالي ل‎ {[x-4,x+4]:neN’, xe A4} 


مبرهنة 14.09 [ فيتالي]: لتكن ۸۷ تغطيّة Juud‏ لمجموعة جزئية اختياريّة 

 .ACR‏ عندئذ توجد متتالية من الفترات المنفصلة مثنى مثنى 

UU, CM‏ بحيث 0=} [UA‏ إضافة إلى هذاء إذا كان 
k21 2‏ 

m' (A) «oo‏ فإته من أجل US‏ £20 توجد جملة جزئية منتهية من الفترات 


N 

* 5 N a s ۰ 

.m [ait nje بحيث‎ Uk], المنفصلة مثنى مثنى‎ 
-1 


نشير إلى وجود مؤلفات كثيرة في علوم الرياضيات تستغني عن مفهوم 
تغطيّة فيتالي وتستعمل طرقا أخرى لاثبات بعض الخصائص. 


مبرهنة 15.09 [لوبيغ]: لتكن f:[a,b]  R.‏ دالة رتيبة» f Mae‏ تقبل 


مشتقة منتهية تقريبًا أينما كانت على [a,b].‏ 





(1881-1821) [Heinrich Eduard Heine] قائريك ادوارد قاين‎ (* 
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vase -f (والا فاتنا نعتبر‎ [a,b] متزايدة على‎ f إثبات: لنفرض أن‎ 
مجموعة‎ A- [x e[a,b]: D* f(x)» D. f(x) o لا‎ DBF 
Alege 
حيث‎ ۰۸< U Au لدينا‎ 

u,veQ 

A, = (x e [a,b]: D* f(x)>u>v>D_f(x)} 
مجموعات مهملة.‎ Ayy إثبات آن‎ o3 يكفي‎ 
بحیث‎ G و £20 معطى توجد مفتوحة‎ uve Q US من أجل‎ 
(m'(A,,)«(b-a) GY) برية وى + زيريم)*>(ه6)م‎ CG 
Gl يوجد ۸<0 بحیث 6-[كا,رم-»«]ء وبما‎ (xA لیکن‎ 
هذه‎ US نشير إلى أن أسرة‎ . f(x)- f(x-h)«vh فان‎ v» D f(x) 
“May Qui الفترات تمثل تغطية‎ 
منتهية ذات عناصر منفصلة‎ ila مبرهنة فيتالي باختيار‎ b تسمح‎ 


des  Dw-hwxw] € [Xp hr] مثنی‎ GR 


N 
إضافة إلى هذا لدينا‎ . Gy = Ulbs-hex] cus m' (A, ١ م6‎ ( > 8 
00 - f(x [(,ط-‎ > È vh <v m(6) 


«v[m (Aw) +e] 
y OS D*f(y)>u لدينا العلاقة‎ . A, , Gy المجموعة‎ GY) لنعتبر‎ 
]y,y+ 7] في هذه المجموعة. إذن يوجد 7<0 يحقق ];×, ;۸ - ,الح‎ 
تمثل أسرة هذه الفترات‎ gu > f(ym)- f(y) بحیث > >1 و‎ 
نستخلص من مبرهنة فيتالي وجود‎ A, 6, كذلك تغطية فيتالي ل‎ 
جملة منتهية من الفترات ذات عناصر منفصلة مثنی مثنى‎ 
,رف تحقق‎ «]yoy; til 


Hy = Üben *g[ حيث‎ om’ (Au, ^ Gy)My)«s 


من الواضح Ol‏ 
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EUf(«)- F(x -r)]> سام‎ «m)- 104] 
> 2 quzum'[(A,, nG, ) Hy | 


»u|m'(A,, ^6y)- |> u[m (4,,)- 22] 


o3 
ev [m (A,,)]» u[m' (4,,)- 25] 
لكون & اختياريّاء مما‎ vm'(A,,)»um' (A,,) وبالتالي فان‎ 
.u»v OY m' (A,,)-0 يؤذي إلى‎ 
يمكن الإثبات بطريقة مماثلة آن المجموعة‎ 
B={xe[a,b]: D, f(x) > D f(x) 
هي كذلك مهملة.‎ 
Ob نرى من التعاريف والملاحظات السابقة أته لم يبق الا إثبات‎ 
مهملة. بالفعل» إذا كان‎ C={xe[a,b]: f'(x) 22] المجموعة‎ 
يوجد ۸<0 بحيث‎ 020 USI aid وبالثالي‎ cCf'(x) 2o فان‎ xec 
هذه‎ US تمثل أسرة‎ .f(x-h)- f(x)» oh و‎ [x, + h] c ]a,b[ 
.C الفترات تغطية فبتالي للمجموعة‎ 
إذن توجد حسب مبرهنة فينالي أسرة قابلة للعد‎ 
[xi + hy [ ولارج»],‎ + hy], 


om (e( بحيث »سم‎ 


k=1 
لدينا إذن‎ 


i M8 


oo 
m(C)< | Pons + 6, [( - و‎ 


A 
M8 


ki 
وذلك بجعل © يؤول إلى‎ m(C)=0 متزايدة» ومنه نستنتج أن‎ f UY 
وبهذا يكتمل الإثبات. هط‎ coo 


ملاحظة 16.09: إذا علمنا C]‏ الدوال الرتيبة هي من جهة متصلة ما عدا 
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على مجموعة جزئية قابلة للعد من مجموعة تعريفهاء ومن جهة 
عند US‏ نقطة فإن مبرهنة لوبيغ السابقة تبدو غير متوقعة. 

بإمكاننا استعمال مبرهنة 14.09 فيتالي لإثبات المبرهنة الآتية التي تعالج 
قضيّة الاشتقاق Éa‏ بحد بالنسبة لسلسلة من الدوال المتزايدة. 


مبرهنة 17.09 [فوبنيه]: لتكن [fo],‏ متتالية من الدوال الحقيقية المتزايدة 
على [a,b]‏ بحيث 0-10 موجودة عند US‏ [6,5] ع ×. عندئذ» 
الدالة f‏ قابلة للاشتقاق تقريبًا أينما di‏ على [a,b]‏ ولدينا تقريبًا أينما كان 
على [a,b]‏ 

r= ÈRO) 


ملاحظة 18.09: نعرّف اشتقاق الدوال AE yall‏ بنفس الكيفية وذلك بدراسة 
الجزئين الحقيقي والتخيّلي لهذه التوال. 


2- الدوال ذات التغيّرات المحدودة 


فيكم Vile ALAS‏ أن Maal Aer‏ اسك (IESU ARA] quado‏ 
لحصر ian‏ ة الدوال التي تمتاز بهذه الخاصية نعتبر الدوال القابلة 
للاشتقاق تقريبًا أينما كانت (التي تتطابق مع تكامل مشتقتها القابلة 
للجمع). رأينا أعلاه cj‏ الدوال الرتيبة هي قابلة للاشتقاق تقريبًا أينما 

كانت. 
d ra mns‏ عون مگ عناصره بخاصية التذبذب 
المنتهي على US‏ تقسيم لفترة تعريفه» LS‏ يكتب US‏ عنصر كفرق 

دالتين رتيبتين متزايدتين. نقول عن هذه الذوال إنّها ذات تغيّرات محدودة. 
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digi. f:[a,b]>R تعريف 19.09: لیکن‎ 
Ve f= supl E |f(«)- fosa) 
P = ) = × > ×1 > ... > x, > ... > X, = التقسیمات إط‎ JS أسرة‎ P حيث‎ 
-[a, b] للفترة‎ 
.)۷۶ =0 wai) [a,b] على‎ f التغيّر الكلي ل‎ ۷f نسمّى‎ 


تعريف 20.09: نقول عن دالة f‏ إتها ذات تغيّرات محدودة على [a,b]‏ إذا 
كانت م > LVEF‏ 


نرمز ب BV([a,b])‏ لمجموعة JS‏ الدوال ذات تغيّرات محدودة على [a,b]‏ 


تعريف 21.09: إذا كانت f: RR.‏ بحيث f eBV([a,b])‏ لكل 
a,beR‏ و lim VPf‏ موجودة ومنتهية» فإثنا نكتب (12)/ا8 ح كرء Ua,‏ 
pae‏ 
VIS f= lim vbf‏ 


مجه 
bo+0‏ 


مثال 22.09: US‏ دالة ثابتة على [a,b]‏ هي ذات تغيّرات محدودة على 
[,ه]» وتحقق ۰۷-0 والعكس صحيح. 


مثال 23.09: كل دالة رتيبة f:[a,b]>R‏ هي ذات تغيّرات محدودة 
على [a,b]‏ ولدينا -Vaf -[f(b)- f(a)|‏ 


ملاحظة 24.09: ليكن P= (az xo > x, > ... > 7, = b)‏ تقسيما للفترة 
[a,b]‏ و R‏ [ط,ه]: .f‏ إذا كانت f‏ رتيبة على US‏ فترة جزئية 
i= 12, sn © [xi x]‏ فان f‏ دالة ذات تغيّرات محدودة على 
[a,b]‏ ولدينا 


۷/۶ = ۶ ):(- ۶) 
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مثال 25.09: من السهل التأكد من أن Alla‏ "ديريكلي" : 

F(x) = Zenfa,o] [8,5] 5 R 
.[a,b] فترة‎ xii لیست ذات تغیر ات محدودة‎ 
[a,b] ي تغير ودة على )4 فترة‎ 


مثال 26.09: Alla US‏ ليبشتزية f‏ على [a,b]‏ (نسبة إلى ليبشيترة 
(Lipschitz)‏ ) » أي as s‏ ثابت M»0‏ بحيث 


(vx,ye [a,b]) 1) - f(y)|<M|x- y| 
[a,b] هي ذات تغيّرات محدودة على‎ 
[a,b] ذات مشتقات أولى محدودة على‎ nel C ملاحظة 27.09: بما‎ 
كمثال لهذه‎ . [a,b] دوال ليبشتزية فإتها ذات تغیّرات محدودة على‎ 
الحالة نعتبر:‎ 
f:[0,1] >R AVS مثال 28.09: إن‎ 


Jode h sin, xe [0,1[ 


0, x=0 
متصلة على ]0,1[ وقابلة للاشتقاق على ]0,1[ وذات مشتقة محدودة‎ 
.]0,1[ على ]0,1[ وبالتالي فاتها ذات تغيّرات محدودة على‎ 


هذا الآن مثال عن دالة قابلة للاشتقاق ولكن ليست ذات تغيّرات منتهية. 
مثال 29.09: ليكن g:[0,1] >R‏ 


x? sin}, xe]0,1 
]رو‎ 


0, x-0 


عندئذ» و مثصلة على ]0,1[ وقابلة للاشتقاق على ]۰[0,1 غير 
"و ليست محدودة على ]0,1[. هذا لا يستلزم مباشرة أنّ 





(1903-1832) [Rudolf Otto Sigismund Lipschitz] رودلف سجیسمونه ليبشيتز‎ (° 
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[0,1] 8۷ ۶ و لكون "و غير محدودة» مع التذكير Qj‏ هذا شرط هو 
ote os E o ۲ : PD‏ 
كاف فقط وليس لازما. بالفعل» باعتبار التقسیم سردي 


نرى أن 





n n 
‘> le(x.)- 91) 2 2 Xo 
k=1 k=1 


وعليه فان [0,1]/ا8 ع و. 


Jta‏ 30.09 : لتكن الدالة 
xsint, O<x<1‏ 
x=0‏ ,0 


He rri 10| 





2k ومنه‎ « f(x -D i 
f(x) (x-a) - و وريم‎ f(x) (k+4)z لدينا‎ 


Ni 


iu‏ — 2 >2-4/-(4+4()6-4)؛ عندئذ 


«|f(x«)- fO) >A‏ لكل 1,2,...,۸= ۰۸ وبالتالي 


.2 2> I< > |f(x«)- f (x«-1)| 
k=1 k=1 


k= 


- 


oo ۳‏ 
لاحظ Cj‏ السلسلة 2 Y‏ متباعدةء ومن ثم الدالة f‏ ليست ذات تغيّرات 
k=1‏ 


محدودة على ]0,1[- 


ملاحظة 31.09: تكون Alla‏ مركبة f :[a,b] C.‏ ذات تغيّرات محدودة 
إذا وإذا فقط كانت الذالتان Ref‏ و [mf‏ ذوات تغيّرات محدودة. 


قضية 32.09: كل دالة ذات تغيرات محدودة على فترة ما هي بالضرورة محدودة 
على هذه الفترة. 


إثبات: لدینا ۷۶ >|(۶)۵-()۶]» ومنه +|(ه) ۶ ک|() ۶ 
B. (Vx e[a,b])‏ 
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«af e BV[a,b] فان‎ f eBV[a,b] إذا كانت‎ (i :33.09 مبرهنة‎ 
ولدينا‎ .(VaeR) 
(Va eR) «V2 (af)-|o|v?f 


ب) إذا كانت f,geBV[a,b]‏ فان BV[a,b]‏ و + ولدينا 
وغلا+ g) sVbf‏ +ع ) ۰۷ 
ومن ei‏ فان" BV[a,b]‏ فضاء متجهات على الحقل .R‏ 


إثبات: تمرين. 


مبرهنة 34.09: لتكن f:[a,b] >R‏ و > »© > ۰0 عندئذ 
Vf =VEf vif‏ 
إثبات: نفرض c C)‏ نقطة من التقسيم م: 
b)‏ = ولا > < = رولا >... > P= {Qa = Xo < X1‏ 
(إن لم تنتم © إلى P‏ فينبغي إضافتها). لدينا 
((ب) Ca) E f(x.) - f‏ -)%4( ماي 


-1 


+ Z fes) fes) ۷6 Qr) vt Un 


يكفي أخذ الحد الأعلى في الطرف الأيسر للمتباينة السابقة للحصول 
على 
(f)<Va(f)+Ve (f)‏ ۰۷۶ 


من جهة أخرىء لدینا حسب تعریف as‏ الاأعلی» من أجل US‏ 0»£ 
یوجد نقسیم [ = مرول >... > ورولا > {a= x19‏ ديم ل [a,c]‏ 
ويوجد تقسيم «X214. «X2, = b}‏ و ولا =€{ = P,‏ ل [c,b]‏ 


c3 


Vif - 2/2 > )کر‎ ( - f(x) 
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V?f-e[2« Èf (*z)- f(x) 3 


بضم التقسيمين نحصل على تقسيم ل Ind‏ يحت 
f(x - f(x Xj- J=; zr (x14)- f(x)‏ 


Tr 


i x4)- f(x211)|» Vif +Vef-e, (ve» 0) 
W.vife-vifsvbf ومنه‎ 

مبرهنة 35.09: إذا كانت 8 ج fi[a,b]‏ دالة متصلة بحيث «o‏ ۰۷۶ فان 
(x) = V5 f‏ دالة متصلة ومتزايدة. 

إثبات: إذا كان x«y‏ فان f‏ إ۷ + يلا - يلا حسب المبرهنة السابقة 
وبما أن 0< Vf‏ فإئنا نحصل على ]فلا - (يرام > cp(x)=Vg‏ أي 
آن © متزايدة. 

لتكن e]a,b]‏ ما ولنثبت اتصال © عن يسار و×. ان کون f‏ متصلة 


Xo Me‏ يستلزم ن 
.Ve»0, 3 <0 :|x-xj|«ó => If (x) - f(xo)|« 2‏ 


(يمكننا إضافة الشرط «x5 -a‏ 8 حتى يكون ل (aes f(x)‏ 
يوجد إذن من أجل نفس العدد م تقسيم م ل [axo]‏ بحيث 


مر 


لیکن ]مد,8 - xe]xo‏ بحيث xt > × «x,‏ من أجل دليل cl‏ 0 >1. 
لدينا 


۷-5 > لا‎ )*(- f (X«- 1) )|+ 2 X f(u)- f(x- (| 
JAN x-1)|+|F(x)- F(a) 
(fa) -fasl (n) - f G9] [f£ G9 7 f(xa)| 23) 
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OS و »> آن‎ [axo] تقسيما ل‎ P من جهة أخرىء ينتج عن کون‎ 
وبالتالي‎ ۷ >) -ó,xg) لدينا‎ > 
E M07 fes + |F 1) -۶)(|-۱۶)*(- £ (x0) 
<(n-l+1)e/2 
«e-|fG)-fGe)»$ أي‎ «|F(x)-F(x0)|<$=e-§ لدینا‎ 
(QI 
l-1 
Va? F< Z EO) ج((ی)۶-‎ (۶) 


-|fG)- fGo)* È C)+) 


) k=l+1 
عدد صغير بقدر كاف.‎ g' #”#لاء حيث‎ <V f +E ومنه‎ 

إذن .'&« «o(xo)- o(x)‏ من أجل US‏ ]مءا,5 - م2[ ع «. نبرهن 
بنفس الكيفية على اتصال © عن يمين النقطة cox‏ ويكون الإثبات 
أسهل إذا تطابقت النقطة xo‏ مع إحدى نقاط النقسیم.8 

من الواضح ol‏ فرق دالتين متزايدتين هي دالة ذات تغيرات محدودة 
حيث تبيّن المبرهنة التالية أن النتيجة العكسية هي كذلك صحيحة . 
مبرهنة 36.09 (تفكيك جوردان؟): تكتب کل Alla‏ ذات تغيرات محدودة 

f:[a,b] >R‏ كفرق دالتین متزايدتين. 


إثبات: لدینا f(x) - vef- (vef F(x)‏ وبما آن Vf‏ متزايدة 
فيكفي إذن إثبات أن Vaf - f(x)‏ هي بدورها متزايدة. ليكن 


x,,x; e[a,b]‏ بحیث x,‏ > × عندئذ 





[wr- F (x2) | -] Vat - £03) ]- vf - (£62) - F(x) <0 
وهو المطلوب.8‎ 





(1922-1838) [Marie Ennemond Camille Jordan] ماري انمونه جوردان‎ (f 


الفصل التاسع: قابلية الاشتقاق سس( 353 
مبرهنة 37.09 [لوبيغ]: تقبل كل دالة ذات تغيرات محدودة مشتقة منتهية تقريبًا 
uii‏ كانت على [a,b]‏ 
إثبات: هذه نتيجة مباشرة للمبرهنتين 12.09 ; 8.36.09 


تعريف 38.09: لتكن J‏ فترة من 18 و {x} EI‏ متتالية من النقاط. 


نضع 
x «x,‏ ,0 
(Vn21) «f, (x)21c,, X= x,‏ 
dn, X» X,‏ 
حيث È c,‏ و d,‏ 3 سلسلتان متقاربتان» نسمّي الذالة 
n>1 21‏ 


«(jump function) بدالة القفزات‎ ۳ (x)= È f(x) 
n=1 


ملاحظة 39.09: باستعمال مبرهنة فوبنيه 17.09 والمبرهنة 15.09 نرى أنّ 

مشتقة US‏ دالة قفزات متزايدة (أي fa GI‏ متزايدة) معدومة تقريبًا أينما 

كانت على ل. 

تجدر الإشارة إلى وجود دوال مثصلة ومتزايدة تماما تقبل مشتقات 

معدومة تقريبًا أينما كانت (أنظر51.09). 

Lay ad‏ القارئ من خلال المبرهنة 36.09 CÍ‏ خواص sill‏ الرتيبة 

تنعكس إيجابًا على التوال ذات التغيرات المحدودة» لذلك سوف نبدأ 

بدراسة الدوال الرتيبة S7‏ 

لتكن ثم دالة رتيبة على فترة مفتوحة د من ۰1 ولتثبيت الأفكار 

نفرض f GI‏ دالة حقيقيّة متزايدة ودءما. إذا كان مرج »ا فان 

lim f(x)‏ موجودة في ۸ f GY‏ متزايدة ومحدودة من الأعلى ب 
XxXg‏ 


(xo) 
متصلة‎ f موجودة في 18. إذن‎ lim f(x) بطريقة ممائلة نجد أنّ‎ 
جر‎ 


عند م۷ اذا ولذا فقط تساوت هاتان التهایتان. 


تبيّن التتيجة التالية أته فضلاً على أن نقاط تقطع دالة رتيبة هي قفزات 
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فاتها كذلك مجموعة ALU‏ للعد. تكمن أهمّية هذه التتيجة في استعمالها 
لإثبات خاصية تفكيك كل دالة ذات تغيرات محدودة إلى مجموع دالة 
متصلة ودالة قفزات. 

توطئة 40.09 : إن مجموعة نقاط تقطع دالة رتيبة هي مجموعة قابلة للعد. 


إثبات: إذا كانت (x),‏ قفزات الذالة f‏ فان 


> (۶) (| -(ه)م,|>‎ Ca) 
58 
‘E= U E, = U fely :|f(x*) -§(x°)|>4} 


n21 
ومن المتباينة السابقة‎ cf مع مجموعة نقاط تقطع‎ E تتطابق‎ Maie 
« Card(E, ) > n|f (b) — f (a)| 


وبالتالي فان E‏ مجموعة قابلة للعد.8 


ملاحظة 41.09: حتى يكون ل f(x*)‏ و ( f(x‏ معنى في الإثبات 
السابق فبإمكاننا تمديد f‏ على یمین b‏ (وعلی يسار (a‏ بثابت ملائم. 


لازمة 42.09: إن مجموعة نقاط تقطع دالة ذات تغيرات محدودة هي مجموعة 
قابلة للعد. 


ملاحظة 43.09: لا ينبغي الخلط بين هذه اللآزمة وما ينتج عن القضية 
9 والمبرهنة 37.09. أكيد Cj‏ القضية 10.09 والمبرهنة 37.09 
Go muda, did Bae‏ أينما كانت غير أن هذا لا يعني على 
مجموعة كانتور (C:‏ 


اللازمة الآتية هي نتيجة مباشرة للتوطئة 40.09 ومبرهنة لوبيغ التي تميّز 
التوال (ر)-قابلة للمكاملة. 
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لازمة 44.09: كل دالة ذات تغيرات محدودة على [a,b]‏ 1 هي قابلة للقياس 
بمفهوم لوبیغ و(ر)-قابلة للمكاملة على 1 . 


مبرهنة 45.09 (التفكيك): إذا كانت f:[a,b] >R‏ ذات تغيرات محدودة فإتها 
تكتب بصيغة وحيدة كمجموع دالة متصلة ودالة ذات قفزات. 


إثبات : نعلم من C] 42.09 Aa SU‏ مجموعة قفزات f‏ مجموعة قابلة 
للعد. نرمز لهذه المجموعة ب o),‏ نضع 

e f(xn)- f(x)‏ و f()- f)‏ -ره. 
ونعرف الدالتين s(x)= > f(x)‏ و .g=f-s‏ نلاحظ ol Yi‏ و 
دالة متصلة على V (x47. , ee‏ ]0,1[ لدينا من جهة أخرى 


0-[(م)ء- 5(*2[-| )69 ) [fé‏ -(مو- ( و 


3 








g(x,) - a(x; ) | (مد)۶‎ ۶)([ [569)-5(«;)]-0 


وهذا يثبت C]‏ و متصلة كذلك عند النقاط ر إم×). 


نعلم من خلال نظرية تكامل ريمان aS.‏ إذا كانت Alla f‏ متصلة على 
الفترة [a,b]‏ فان تكاملها غير المحند  ("f(t)dt‏ قابل للاشتقاق» 


ولدينا casis .vxe[a,b] (Eran) = f(x)‏ بما أنّ f‏ 
متصلة على الفترة المتراصة [a,b]‏ فهي محدودة و(ر)-قابلة للمكاملة. 


بوضع F(x)= f f(t)dt‏ نحصل على 


F(x+h)-F(x) 
h 











-F'(x) Jim Jim i [F^ r(t)at 
0 0 
وبفضل مبرهنة القيمة الوسطى نجد‎ 


.0 > 651 حيث‎ ctf" f(t)dt- f(x 6h) 
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«asl‏ يستلزم اتصال «F'(x)- lim f(x* 0h) = f(x) Q f‏ من 
اج 

أجل كل e[a,b]‏ .8 
سوف نعمّم فيما يلي هذه الخاصية إلى الذوال القابلة للجمع حيث تبقى 
صحيحة من أجل x US‏ في [a,b]‏ تقريبًا. LS‏ نحصل تقريبًا أينما كان 
على المساواة 

3 Jim; bosaf(dt- f(x) 
وسطيّة.‎ Adae الاشتقاق هو‎ Cj هذا يؤكد مقولة‎ 
هناك نتيجة أخرى سنحصل عليها خلال في هذا المقطع ألا وهي‎ 
خاصيّة التغيّرات المحدودة التي یتمثع بها التكامل غير المحدّد لدالة‎ 
قابلة‎ 
هذا سنبيّن بفضل مبرهنة التقارب المرجح (الصيغة‎ US قبل عرض وإثبات‎ 
متصلة.‎ F المتصلة) أنَ‎ 
فان‎ [a,b] بالتأكيدء إذا كانت کر دالة قابلة للجمع على‎ 


«(Vh»0) «F(x+h)—F(x)= Topo (€) F(t) dt 

و «(Vh«0) cF(x+h)-F(x)=- Lg AG o (£) f (t) at‏ 
ومنه «lim (F(x« h)-F(x))-0‏ حسب مبرهنة التقارب المرجح. 
aj‏ 46.09: لتكن ([0,5]) “© «fe‏ عندئذ F(x)- f f(t)dt‏ متصلة 
بانتظام على [a,b]‏ كما آنها ذات تغيرات محدودة على -[a,b]‏ 
إثبات: لدينا بفضل مبرهنة الاتصال المطلق للتكامل (أنظر 41.06(« 
E‏ 
وبالتالي فان 


«Ve > 0,36 <0: Vx,,x; e[a,b], |x; - xj| só 








«€ 


Ve>o, 38 >0:|F(x1)-F(x2)|<£ 
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لكل x,,x, e[a, b]‏ يحققان 6 >|ر×- [xy‏ وهذا يثبت الاتصال 


المنتظم ل JF‏ 
من جهة أخرىء إذا كان P-(a-xQ«x,«..«x,- b]‏ تقسیما ل 
[a,b]‏ فان 





D f(t) 


6-1 


Z lF (e) Foi) = 
«E fe Ode = (0 


W.FeBV[a,b] إذن‎ .۷ > ('If(t)at«o ومنه‎ 


ملاحظة 47.09 : 1) بإمكاننا الحصول على الخاصية الثانية للتكامل غير 
المحدد م في المبرهنة السابقة بسهولة من خلال العلاقة (أي أن م هي 
ذات تغيّرات محدودة على [ط,ره]). 
(t)dt‏ کی .F(x)= ff (t)at-‏ 
(في الواقع لا يمثل هذا التعبير التفكيك الوحيد لدالة ذات تغيّرات 
محدودة كفرق دالتين متزايدتين)» بالإضافة إلى ذلك لدينا 
If (t)at‏ دعضلا. 


2( يتبيّن من المبرهنة السابقة ومن المبرهنة 37.09 F' Ci‏ موجودة 
تقريبًا أينما كانت على -[a,b]‏ 


3 تبقى المبرهنة صحيحة على فترات غير محدودة» وبالخصوص من 


أجل (2) ۶2 و LS) r(x) - f“ f(t)dt‏ يمكن ل f‏ أن تکون 
مركبة). 
مبرهنة 48.09: لتكن f:[a,b] >R‏ دالة متزايدة عندئذ f'‏ دالة قابلة 
للقياس 

PF" (t)dt< f(b)-f(a) د‎ 


من جهة أخرى» إذا كانت f‏ ذات تغيرات محدودة فان "گر قابلة للجمع على 
-[a, b]‏ 
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إثبات: نمتد f(x)‏ على يمين b‏ بالثابت f(b)‏ من أجل US‏ ×>ط. 
f(x*2)- F(x) | oS‏ ]۰ -() مک n21 US‏ و -xe[a,b]‏ من 
الواضح آن fe‏ غير سالبة وأتها قابلة للقياس من أجل .n21 US‏ وبما 
أن f‏ رتيبة فان f'‏ موجودة تقريبًا أينما كانت على ([a,b]‏ فضلاً 
على آتها غير سالبة كما آتها قابلة للقياس كنهاية لدوال قابلة للقياس. 

نستنتج من متباينة فان 
[f'ax- É lim f, (x)dx > lim Bf, (x)dx‏ 
lim ۲۰] f(x+4)- f(x) lax‏ - 
n )(0 |‏ عه )رياه | lim‏ = 
noo‏ 
lim |n f f(b)ax- n^ f(a)ax |= #(b)- f(a)‏ > 
noo‏ 
آخیرا» إذا فرضنا أنّ f‏ دالة ذات تغيّرات محدودة فاتها تكتب على 
شكل f;‏ - ر = f; Ge if‏ و fp‏ دالتان متزايدتان. يكفي إذن تطبيق 
الجزء الأول من المبرهنة على fy‏ و fp‏ للحصول على النتيجة 
Bi lad)‏ 
ثعرف المبرهنة المقبلة باسم "المبرهنة الأساسية الأولى للحساب" 
dings‏ 49.09: لتكن .F(x)- [f(t)dt 5feS'([a,b])‏ عندئذ 
cE'(x)- f(x)‏ تقريبًا أينما كان في ]ط,ه[. 
إثبات: نفرض أن المبرهنة محققة من أجل كل Alla‏ محدودة f‏ وغير 
NUR EET M‏ 


f(x), f(x) n 


4) f(x)»n 


«f(x)- f(x) 20 ols [ط,ه] ×ء‎ OS cf, (x) 2n ti Lay 
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G,(x)- CL f(t)- f, (t) dt ومنه‎ «(Vn21) «(Vxe[a,b]) 
وبالتالي فهي قابلة للاشتقاق تقريبًا أينما كانت‎ «n US متزايدة من أجل‎ 
م.‎ US من أجل‎ [a,b] في‎ 
كمجموع دالتين قابلتين للاشتقاق كما يلي‎ F(x) كتابة‎ GY) بإمكاننا‎ 
F(x)- f fat - (f - fa)dt+ f fadt 
= G, (x) [fat 
.۴)(-6,)(+۷ Erit)  هنمو‎ 
تقريبًا أينما کان» ومن أجل‎ cF'(x) 2G, (x) f (x)2 f, (x) لدينا‎ 
تقريبًا أينما كان»‎ (£t) = fy (x) بالإضافة إلى‎ «n21 US 
تقريبًا أينما كان. بمكاملة الطرفين نجد‎ cr'(x)2 f(x) وعليه فان‎ 
. ۴۵+ > f fat 
نحصل على‎ F الآن» بتطبیق المبرهنة السابقة على‎ 
. ] ۴۳۵۶ > F(b)— F(a) - f fat 
مع الملاحظة أن‎ » [P(F'- f)dt - 0 أي‎ « Pr'dt- [fat o3 
تقريبًا أينما كان.‎ 6 F(x) = f(x) oi نستنتج فور‎ .F'- f20 
f| M لنثبت فيما يلي النتيجة من أجل الدوال المحدودة. نفرض أن‎ 
«n21 US ونضع من أجل‎ [a,b] على‎ 
(Vx e[a,b]) cH, (x) e n[ F(x + 2)- F(x) | 

ls تقريبًا أينما كان»‎ c lim H, (x) =F'(x) لدينا‎ 


xci 


[P^ fdt- [* fat = n f fat <M 


(Vn2 1) «(Vx e[a,b]) 


«JH, (x)|- n =n 











نستنتج من مبرهنة التقارب المحدود Cj‏ 
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۳» lim [Ht lim n( جع )عي‎ 6۴ 
; xi ۱ , 
= lim of [erat Fat Im off rat - 7 rat] 


=F(x)-F(a)= [fat 


cF'(x)=f(x) وبالتالي‎ «(Vxe]a,b[) ۰ f(F'- f)at-0 o3 
تقريبًا أينما كانت.8‎ 


3- الدوال مطلقة الاتصال 


نعلم من نظريّة تكامل ريمان a‏ 

«C f'(t)dt- f(b)- f(a) 
ذات مشتقة قابلة للجمع.‎ f Alla US من أجل‎ 
تعرف هذه التتيجة في التحليل الرياضي تحت اسم "لمبرهنة الأساسية‎ 
للحساب".‎ 
يبيّن المثال التالي تطبیقا بسيطا لهذه المبرهنة الأساسية للحساب:‎ 


Jia‏ 50.09 : نعتبر الذالة F:[0,1] >R‏ المعرّفة ب 
ser. x € Jo, 1]‏ 
x=0‏ ,0 
تساوي مشتقة م في الفترة ]0,1]. ‘F'(x)=cos=+Zsin=‏ 
وبإمكاننا وضع .F(0)20‏ بما آن “م و |۴| دالتان متصلتان على 


Gal Leg’ [0,1[‏ (ر)-قابلتان للمكاملة على US‏ فترة جزئية من ]0,1] 
بينما |۴| ليست (ر)-قابلة للمكاملة على ]0,1[- 


بالتأكيد» نعتبر المتتاليتين = ap‏ و - ,5» (۷۸<1). نستنتج 
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من المبرهنة الأساسيّة للحساب أن 
er) dis D‏ 
ومن جهة أخرى لدينا e. E‏ 
نحصل مما نقتم على 





.|F(b«)- F(a, (a.)|- |), 


«[F(by) - F(a, )|= 

















Dk 
k 





نود الآن تعميم المبرهنة الأساسية للحساب إلى تكامل لوبيغ. المثال 
التالي یوضتح C‏ فرضيّة اتصال الدالة وقابليّة اشتقاقها تقريبًا أينما كانت 
ليست كافية للحصول على النتيجة المرضية. 


A) :51.09 Jta‏ کانتور أو دالة لوببغ الشاذة) 
لتكن ,© مجموعة كانتور التي أنشأناها باقتطاع الفترات الأوسطية 
المفتوحة ,رد . نعرف AVS‏ م على ]0,1[ ب 


۰۷ عندما راع‎ ۰)۷( < E 3 g(0)=0 
n=1 


وتكتب في هذه الحالة على التحو التالي IDE‏ )0,1( < 


نضع «g(x)- MA‏ عندما ,1[16 FO‏ ۾ xE‏ من أجل 





دليل معيّن -Nk‏ 

لدينا «e(c,)=[0,1]‏ وبالتالي [0,1]-([0,1])م۰ بما آن © متزايدة 
أخيراء ينتج عن کون m(C1)=0‏ (أي ,© مجموعة مهملة) 

و g'(x)=0‏ على ]0,1[١©,‏ أن ۰-0 تقريبًا أينما كانت على 
]0,1[« و Lis [o'(x)dx=0‏ 9(0)=1-)9(1- 

سوف نبيّن لاحقا Qj‏ سبب عدم صحة المساواة 
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o(1)- 0(0)‏ -عنه »)هرا 


يعود إلى كون © لا تتمئع بخاصيّة أساسيّة ألا وهي خاصيّة الاتصال 
المطلق التي نحن بصدد تعريفها. 


تعريف 52.09: لتكن (أو .f:[a,b] O IR (C‏ نقول عن f‏ إتها مطلقة 
الاتصال على [a,b]‏ إذا وجد من أجل xe US‏ 0 <ج xe‏ 0 < 8 بحيث 


‘ à IF(4«)-F(a)|<e 
من الفترات الجزئيّة المنفصلة مثنى مثنى‎ {Jax -bel} جملة‎ US من أجل‎ 
8 التي تحقق‎ [a,b] من‎ 

=1 

ترميز: سوف نرمز ب AC([a,b])‏ لمجموعة US‏ الدوال مطلقة 
الاتصال على الفترة -[a,b]‏ 
مثال 53.09: آن الدالة f(x)o x‏ مطلقة الاتصال وذات تغيّرات محدودة 
على US‏ فترة محدودة من R‏ غير أتها ليست ذات تغيّرات محدودة 
على R‏ كلها. 
ملاحظة 54.09: بأخذ n=1‏ نرى US GI‏ دالة مطلقة الاتصال على 
[a,b]‏ هي مئصلة بانتظام على نفس الفترة. 
مثال 55.09: ان US‏ كثير حدود هو Alla‏ مطلقة الاتصال على US‏ فترة 
محدودة من R‏ لا أته ليس بالضرورة متصلا بانتظام على R‏ 
(يكفي اعتبار (f(x)=x?‏ 


gta‏ 56.09: ان Alla‏ كانتور © في Jua)‏ 51.09 ليست مطلقة 
الاتصال. بالتأکید» Y. ad‏ م ب 0 على يسار 0 وب 1 على يمين 
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1. لتكن Joy yf‏ لا C;‏ أسرة من الفترات الجزئية المنفصلة مثنى 
k21‏ 
مثنى بحيث يكون المقدار |ه - uie uita E [bg‏ کات Su‏ 
1- 
s È (v()-9(a)))-1‏ 


ومنه HG 9(b.)- o(a.))2$‏ » من أجل عدد طبيعي 7 كبير بقدر 


كاف. وهكذا فان الاتصال المطلق هو أقوى من الاتصال النقطي وكذا 
الاتصال المنتظم. 


تفيدنا القضيّة التالية بطريقة عمليّة لإنشاء دوال مطلقة الاتصال. يمكن 
للقارئ مقارنة هذه النتيجة مع مبرهنة 46.09. 


قضيّة 57.09: إن التكامل F(x)- ['f(t)dt‏ غير المحند لدالة AL‏ للجمع 
R‏ ج f [a,b]‏ هو دالة مطلقة الاتصال على [a,b]‏ - 


إثبات: إتها في الواقع استنتاج مباشر من خاصيّة الاتصال المطلق لتكامل 
ir - aug)‏ يوجد من أجل sx £520 US‏ 6>0 بحيث 
fldx<e‏ |[ ۰ من أجل US‏ مجموعة جزئية قابلة للقياس Ac[a,b]‏ 
تحقق m(A)«ó‏ 


لتكن , [Ja b,[],‏ جملة منتهية من الفترات الجزئية المنفصلة مثنى 
n‏ 
مثنى من [a,b]‏ بحيث >| - [by‏ . بوضع 


djan a= Û Jan bul 


= JF (bx)- F(a,)|= = 





fa‏ چا 


b, 
sx هار‎ j,\flax<e 


ومنه الدّالة F‏ مطلقة الاتصال على W.[a,b]‏ 
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سوف نثبت لاحقا cj‏ النتيجة العكسية صحيحة بمعنى Cj‏ كل Alla‏ مطلقة 
الالصال هي تكامل غير محدد لدالة معيّنة قابلة للجمع. 
ملاحظة 58.09: يمكننا في التعريف السابق اعتبار متتالية من الفترات 
الجزئيّة بدلا من جملة منتهية. بالتأکید» إذا كانت ,]بط مه[ 
متتالية من الفترات بحيث 
0 5 

«n US لاء من أجل‎ lf(b)- (|> 

ue‏ بجعل dax no‏ على 


> إليه) 1 -(يه) | 2 . 


مبرهنة 59.09: كل دالة f:[a,b]— IR‏ مطلقة الاتصال هي عنصر من 
BV([a,b])‏ - 


إثبات: بما ol‏ 1 مطلقة الائصال» عندئذ من أجل 1= Xg‏ 6<0 


بحيث 


n 5 n 
-È | من أجل 5 >| - يه‎ » > |f(b«)-f(a«)|<1 
k=1 k=1 
[a,b] عددا وم > فط ونختار تقسيما منتظما ل‎ cuiu 
© = Xo < X1 > ...> Xm = b 


> 


بحيث 2# = I‏ نجزی کل فترة جزئية إلى 
eral- Û Jes‏ 

بما أن 8 > »× — 6x,‏ عندئذ 
3r) rei) >‏ 

ومنه cke(1,..,m] US ۰۷, fd‏ وبالجمع نحصل على 


.VPf&m 
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مبرهنة 60.09: تكتب كل دالة مطلقة الاتصال f :[a,b] — IR.‏ كفرق دالتين 
موجبتین. متزايدتين ومطلقتي الاتصال على [a,b]‏ 


اثبات: نلاحظ اوه Alla f ol‏ ذات تغيرات محدودة حسب المبرهنة 
9 ولدینا حسب المبرهنة ۰36.09 ,۶ - يرح كرء fos fj; Oe‏ 
دالتان موجبتان ومتزایدتان. 


لنثبت الان أن f, call‏ ور مطلقتا الاتصال على [a,b]‏ مع 
التذکیر أن f(x) -Wf- f(x)‏ و fo G0 Vg f‏ . یوجد من أجل US‏ 
xe ٤<0‏ 8<0 بحيث F(ae)|<2‏ - )| 2 › من أجل US‏ جملة 
{larbi}‏ من الفترات الجزئية المنفصلة مثنى مثنى بحيث 
n‏ 
E fea] eo‏ 
n ۳‏ 
ما نرید إثباته هو Ol‏ ۶ >(,ه)و-(,ظ)یل < . لهذا الغرض نعتبر 
من أجل dla k-i1.,n US‏ منتهية من الفترات الجزئية من 
Jay, b,[‏ ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى feudal);‏ هن 
الواضح أنّ 
n Nk n‏ 
6>ليه- E (X ad) ler‏ 
1= 


k=1\l=1 


X ۶۵ 
«E EI )- f(ca)|«« 
8 n 
Mae fo )×( =۷ 8۴ vi وبما‎ . D VSE o3 


n n b, a, n by 
. وگل‎ (bx) -fa(ax)\= E vert -vers|= x verse 


وهكذا فان f,‏ مطلقة الاتصال على [a,b]‏ من جهة «s yal‏ لدينا 


f‏ - و = و وبالتالي فهي بدورها مطلقة الاتصال كفرق لدالتين 
مطلقتي الاتصال» وهو المطلوب. 8 
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4- المبرهنة الأساسية الثانية للحساب 


من المعلوم أنّ في إطار نظريّة تكامل ريمان المساواة 

0) — fG9ef(a)* C.f'v)dy 
ذات مشتقة متصلة ۶. يمكننا إذن‎ f متصلة‎ Alla US صحيحة من أجل‎ 
تسمّى هذه العلاقة‎ Lf نظريًا إنشاء الدالة ۶ انطلاقا من مشتقتها‎ 
بالمبرهنة الأساسيّة الثانية للحساب.‎ 
عمليّاء نصادف بعض الصعوبات أثناء تعميم هذه المتطابقة إلى تكامل‎ 
لوبيغ. ينبغي للذالة أن تكون قابلة للاشتقاق مع وجود تكامل "۶ على‎ 
مع صحة المساواة.‎ [a,b] 
معرفة ب‎ ۶:]0,1[-< R. يعبّر المثال التالي على هذه الحالة. لتكن‎ 


2 1 

EE 0,1 

swi sin x € Jo, 1] 
0, x=0 


إتها قابلة للاشتقاق بينما مشتقتها f'‏ ليست قابلة للجمع على ]0,1[ 
f")‏ قابلة للجمع بمفهوم التكامل المعتل). رأينا سابقا Allo Qj‏ لوبيغ 
متصلة ومشتقتها قابلة للجمع بينما لا تحقق المساواة (*). هذا يعني C)‏ 
اتصال الذالة وقابليّة اشتقاقها ليسا كافيين لصحة (*). نذكر أثنا قد أثبتنا 
في المبرهنة 48.09 f^f'(x)dxsf(b)-f(a) Ti‏ بالنسبة للتوال 
المتزايدة غير أن المساواة ليست على العموم محققة (يكفي اعتبار دالة 
لوبيخ). 

لقد رأينا في القضيّة 57.09 أن الذالة r(x)- ff(t)dt‏ مطلقة 
الاتصال عندما «fe © ([a,b])‏ وتؤكد المبرهنة الأساسية الثانية 
للحساب» والتي نحن بصدد ecl‏ صحة النتيجة العكسية ل 57.09« 
أي Cj‏ هذه التوال F(x)‏ هي الأمثلة الوحيدة (مع إمكانيّة إضافة ثابت) 
للتوال المطلقة الاتصال. نستطيع القول أن التكاملات غير المحدّدة 
للدوال ال(ل)-قابلة للجمع تشكل فضاءً Gija‏ من فضاء الدّوال ذات 
التغيّرات المحدودة والتي هي مميّزة بخاصيّة الاتصال المطلق. 


قضية 61.09: لتكن ۸ f:[a,b]‏ مطلقة الاتصال و f'(x)=0‏ تقريبًا 
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أينما كانت في ]ط,ه[› f Xue‏ ثابتة. 


مبرهنة 62.09 (المبرهنة الأساسية الثانية للحساب): إذا كانت f:[a,b] >R‏ 
مطلقة الاتصال فان f'e ©“ ([a,b])‏ « ولدينا 


(Vx e[a,b]) cf (x)- f(a)- [fat 


إثبات: نستنتج من المبرهنتين 59.09 ,48.09 Ala f Cj‏ ذات تغيّرات 

محدودة» .f'eS'([a,b]) Gly‏ نرى كذلك من القضيّة 57.09 Ol‏ 

 gG0- ft‏ مطلقة الاتصال على [ab]‏ و Gal‏ من 

المبرهنة 49.09( ر- "و تقريبًا أينما كان على .]a,b[‏ نلاحظ أخيرًا 

أن الدالة h=f-g‏ ثابتة. بالتأکید» نستنتج هذا مباشرة من القضية 

h GY «61.09‏ مطلقة الاتصال و ۰۰-0 تقريبًا أينما كانت. إذن 
fG0-gG0 = h(x) = h(a) = f(a) - g(a) = f(a)‏ 

W.fG0- f(a)- p f'(Odt. أي أن‎ 

ALU غير محدد لدالّة‎ SUG f:[a,b] >R Hh ملاحظة 63.09 : تكون‎ 

للجمع إذا وإذا فقط كانت f‏ مطلقة الاتصال. 

بإمكاننا إثبات المبرهنة السابقة تحت الشروط التالية: 

.f'e € (4) ل و‎ - [a,b] متصلة قابلة للاشتقاق تقريبًا أينما كانت على‎ f 

في الواقع تبقى المبرهنة الأساسية الثانية للحساب صحيحة على » 

ولدينا 

مبرهنة 64.09: تكون دالة +1 ج ۶:18 تكاملاً غير محدد لدالة قابلة للجمع Mj‏ 

وإذا فقط كانت ذات تغيّرات محدودة» مطلقة الاتصال على كل فترة منتهية من 

۴ وان 


. lim f(x)=0 


X——90 
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5- المكاملة بالتجزئة 
الأساسيتين MN‏ وهما Ghee‏ ذوا rre‏ التحلیل ین 
تخص الأولى المكاملة بالتجزئة والثانية هي صيغة تبديل المتغيّر أو 
المكاملة بالتعويض. 
هذه صيغة الخاصيتين في إطار تكامل ريمان: 
مبرهنة 65.09 : لتكن 8 — f,g:[a,b]‏ دالتين قابلتين للاشتقاق 
و e R([a,b])‏ "ور عندئذ 
PfG0g'G0dx- f(b)g(b)- f(a)g(a) - [Ë f'GOgGOdx‏ . 
ترمیز: سوف نستعمل الترميز التالي: 
f(b)g(b)- f(a)g(a)‏ -: ور . 
مبرهنة 66.09: لتکن 8 — h:[a,b]‏ دالة قابلة للاشتقاق بحيث 
h'e R([a,b])‏ و 12ج fih([a,b])‏ دالة متصلة عندئذ 
fer) at = p # (x) d‏ 
نود فیما يلي تعميم هاتين المبرهنتين إلى تكامل لوبيغ» وقبل الثعرتض 
إلى هذا الموضوع نفيد القارئ بهذا المثال: 


Gl لوبيغ المعرفة في 51.09. من المعلوم‎ Alla f GS! :67.09 Jia 
كانت‎ Lad مشتقة معدومة تقريبًا‎ f ل‎ Oly f(1)-1 «f(0)-0 
g Lay .g(x)=1-x على [0,1]. نعرف و على [0,1] ب‎ 

صيغة المكاملة بالتجزئة غير صحيحة في هذه الحالة. 


مبرهنة 68.09: ليكن F‏ و 6 تكاملين محددين لدالتين قابلتين للجمع f‏ و و على 


[a,b]‏ عندئذ 
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(vxe[a,b]) یل‎ (Fg+ fa)at = FG] 


إثبا 


C: 


G(x)= l'a(t)dm«d و‎ F(x)= [.f(t)dm-c B نفرض‎ : 
«5 al أو بعبارة‎ «x e[a, b]; c,deR ور‎ > € ([a,b]) 


لذلتان م Gy‏ مطلقتا الاتصال. ينتج فورًا عن کون ۲ و 6 
محدودتین وعن المتباينة التالية 


13 


|F (by )G( by) - ۴ )(6)۵,([ x |e(b.)|F(b.) — F(a )|‏ 
*|F(a.)|G(b.)- G(a.)|‏ 
أن Alla FG‏ مطلقة الاتصال. من جهة أخرىء نستنتج من المبرهنة 
F cj 49.09‏ و G‏ دالتين قابلتين للاشتقاق تقريبًا أينما كانتا على 
[a,b]‏ ولدينا تقريبًا أينما «JS‏ ۲۰-۶ و و='6. إذن 
Fg + fG‏ - '(66)» تقريبًا أينما كان. 
أخيراء لدينا حسب المبرهنة الأساسية الثانية للحساب 
(Fg + fG)dt = ["(FG)'(t)dt = F(x)G(x)- F(a)G(a)‏ [ < 
وبهذا يكتمل إثبات المبرهنة.8 
ملاحظة 69.09: تستعمل هذه المبرهنة بكثرة لحساب التكاملات من الشكل 
s; PP fa' dx‏ 
مبرهنة 70.09 (المكاملة بالتجزئة): لتكن f‏ و و دالتين مطلقتي الاتصال على 
Maie «[a,b]‏ 
fa'dx = fol? - 2 f'gdx‏ $[ . 
ملاحظة 71.09 : تبقى هذه المبرهنة صحيحة على 3R‏ تحت فرضيات 
المبرهنة 664.09 لدينا Cal‏ 
fü'dx- lim f(x) lim g(x)- f f'gdx‏ | . 
ممدجير X900‏ 
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نقتم فيما يلي بعض الشروط الكافية لصحة تبديل المتغيّر داخل التكامل. 
مبرهنة 72.09: لتكن g:[a,b] IR.‏ دالة ALG‏ للاشتقاق تقريبًا أينما كانت 

¢([a,b]) c [c.a] دالة مطلقة الاتصال بحيث‎ F :[c,d] — R و‎ 

و f(x)‏ = (×)'۴» تقريبًا أينما كانت على [c,d]‏ عندئذء القضيتان التاليتان 
متكافئتان: 

«[a,b] دالة مطلقة الاتصال على‎ Fog (i 

ب) ([طره]) £ «(f29)9' e‏ ولدينا 


.Vu,ve [a,b] ٠ B £ (x)am = [i (f° 4)(x)9'(x)am 


إذا كانت م دالة مطلقة الاتصال على [a,b]‏ فتبقى هذه Aia‏ 
صحيحة تحت إحدى الشروط الإضافية التالية: 

[ed] قابلة للقياس ومحدودة على‎ f الالة‎ (i 

ب) الذالة ۶ قابلة للجمع على [ed]‏ و (fo)‏ قابلة للجمع على 
[a,b]‏ 

(c‏ الدالة ۶ ALU‏ للجمع على [c,d]‏ وم رتيبة. 


inJx|^ 1. _ (77/4 sindx ^ d. ^ 
Es لدينا‎ «I= [p مثال 73.09 : لنحسب التكامل »رکه‎ 








مع الملاحظة آن 4 قابلة للجمع على الفترة [0,7*/4]. بوضع 
g(x) =Vx‏ نجد o‏ جنر = )۰۵ ومنه 2 - siny dy‏ ]2 <1. 

كتطبيق آخر للمبرهنتين الأسا سيتين للحساب مع استعمال خاصية 
الاشتقاق داخل التكامل يمكننا GLY‏ ما یسمّی بصيغة ليبنيتر” 


- (Leibniz) 


مبرهنة 74.09 (صيغة لايبنيتز): لتكن ل و "1 فترتين اختیاریتین من R‏ 





(1716-1646) [Gottfried Wilhelm Leibniz] juxuy جوتفراد ولهالم‎ (7 
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و f:JxJ' OR‏ دالة متصلة على "1*1 بحيث مشتقتها الجزئيّة ‏ 24 
(بالنسبة للمتغيّر الأول) متصلة على JxJ'‏ . نفرض أن 'ل u,v:J—‏ دالتان 
قابلتان للاشتقاق على / . عندئذ 

6(x)- (f fGcy)dy 
ولدينا‎ cJ دالة قابلة للاشتقاق على‎ 


v(x) 
.G'(x)- J aelaovday + ا‎ 
مبرهة القيمة الوسطى‎ -6 


[a,b] (ر)-قابلة للمكاملة على‎ f إذا كانت‎ aS من المعلوم‎ 
فان‎ xe[a,b] US ms f(x)<M و‎ 
«m(b- a) < f f(x)dx s M(b-a) 

وإذا كانت f‏ دالة متصلة على OB [a,b]‏ 

c P f(x)dx = f(c) (5-0)‏ من أجل نقطة c‏ من [طره]. 
هذا يعني هندسیا أته إذا كان 0< f‏ فان المساحة المحصورة ما بين 
محور الفواصل» منحنی f‏ والمستقيمين العموديين x=a‏ وط=× 
تساوي مساحة المستطيل المحصور ما بين محور الفواصل» xX=a‏ 
و6 دير والمستقيم الأفقي -y=f(c)‏ 
إذا كتبنا هذه العلاقة كالآتي g fG)dx-f(c)‏ فهذا يعني D‏ 
f(c)‏ تمثل قيمة وسطى للدالة f‏ على [طره]. 
نشير إلى أن القيمة الوسطى لا تعني بالضرورة شيئًا Wee‏ بالتسبة 
للتوال ال(ل)-قابلة للمكاملة. 


هذه الآن صيغة مبرهنة القيمة الوسطی في إطار تكامل لوبيغ: 
مبرهنة 75.09 (المبرهنة الأولى للقيمة الوسطى): لتكن f‏ دالة موجبة و(ل)- 


قابلة للمكاملة على [a,b]‏ و و دالة متصلة على Mae [a,b]‏ توجد 


c e [a,b]‏ بحيث 
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(9) ۰ (ع)و- »۵ )و )رف‎ G f(x)dx 


إثبات: نضع a= f? f(x)dx‏ لدينا 
s Û f(x) (ax < max g(x) G f(x)dx‏ ی( 


+a min a(x) f ۶)۷(۵)( ۵۷ > نه‎ mor gU 


إذا كان a=0‏ فان Pf(x)g(x)dx-0‏ > وبالتالي المتطابقة (**) 


صحيحة. 
نفرض إذن Ol‏ ۶0 »» عندئذ 
max g(x)‏ كه( )وك ) اواج > pin a0‏ 
وبما Dj‏ و دالة متصلة توجد Maie‏ حسب مبرهنة القيمة الوسطی 
ce[a,b]‏ بحيث P f(x)g(x)dx- g(c)‏ ل « وبهذا تتحقق العلاقة 
B.(**)‏ 


ملاحظة 76.09: نسمّى g(c)‏ في العلاقة )**( بال ۶-وسط و على الفترة 
[a,b]‏ كما نشير إلى C‏ فرضية اتصال و أساسية في المبرهنة 
السابقة لضمان وجود القيمة الوسطى كما يتبيّن في المثال التالي: 


مثال 77.09: نعتبر الذالة الثابتة f=1‏ على [1,1-] والدالة 
-g(x) zt io (*) + 20, (*)‏ من السهل التأكد من أن 
Ë, f(x)dx= 25 f, f(x)g(x)ax = 0‏ ‘ 
وبالتالي لا وجود للقيمة الوسطى ع. 
تطبيق 78.09: إذا كان لدينا جسمًا متجانسًا (Shee‏ على محور الفواصل 


من a‏ إلى ط فان مركز JÈ‏ هذا الجسم هو Pb‏ 
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وفي حالة ما إذا كان الجسم غير متجانس و y(x)‏ هي كثافته الخطية 
عند US‏ نقطة × فان الكتلة الكئية M‏ تساوي «Py (x)dx‏ وتعطی 
الكثافة المرجحة المتوسطة x,‏ بالعلاقة التالية 

x, = Ê xy (x)dx 
هنالك صيغة أخرى تسمّی بالمبرهنة الثانية للقيمة الوسطی وتستعمل أحيائا‎ 
في بعض التطبيقات:‎ 
إذا‎ [a,b] و و دالتين متصلتي الاشتقاق على‎ f مبرهنة 79.09 : لتكن‎ 


كانت و متزايدة» توجد عندئذ Ec[a,b]‏ بحيث 
È f(x)g(x)dx = g(a) | f(x)dx + g(b) f; f(x)dx‏ . 
إثبات: لاحظ ولا آن المبرهنة بديهية عندما تكون الذالة و ثابتة. نضع 
F(x) = ]” f(t)dt‏ نستنتج من مبرهنة المكاملة بالتجزئة Ul‏ 
Df (a(x) dx = Fale - [$F (x)g'(x)dx‏ 
وبما g'20 Cj‏ فاته بإمكاننا كتابة 
ere ) Po" (x)dx > PF (x)o'(x x)dx« Be F( (x) 9 (x)dx‏ 
ينتج عن مبرهنة القيمة الوسطى 5 »35 [0,5]ء يم بحيث 
God = F(2)[9(b)-9(a) |‏ وی )2( PF (x)9'(x)dx =F‏ < 

وبالتالي فان 

1۶ )وم‎ ۵» = a(b)[F(b) -F(£)] aa) [F (5) - F(a)] 
وهو المطلوب.ا‎ 


في الواقع هذه المبرهنة صحيحة تحت شروط أضعف بكثير من 
الشروط المعطاة في المبرهنة السابقة. لدينا 


مبرهنة 80.09: لتكن f‏ قابلة للجمع على ]a,b[‏ و و دالة محدودة ومتزايدة 
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على ]ارم[ توجد عندنذ £e[a,b]‏ بحيث 
f; f(x)dx‏ ( )و E f(x)a(x)ax = a(a*) É f(x)ax+‏ . 
اثبات: تمرین. 


CJ‏ فرضية الرتابة بالنسبة للدالة و في المبرهنة هي أساسية كما يؤكده 
المثال التالي: 


Jta‏ 81.09 : لتكن 1 - x^‏ -: ()و <(*)۶ على [1,1-]. لدینا 


FF) g(x) dx =48 و‎ 9(-1)=9(1)=0 
مسألة محلولة‎ 


لتکن f:J=[a,b]>R‏ دالة معطاة. و D‏ مجموعة جزئية من ل. 

1( نفرض أن AL f‏ للاشتقاق عند کل نقطة من D‏ ویوجد ثابت 6<0 
بحیث € >|(×)'۴|› (VxeED)‏ 

أثبت المتباينة التالیة: ۰ .m'(f(D))sCm'(D)‏ 





2( استنتج من 1) أنه إذا كانت f‏ قابلة للقیاس و قابلة للاشتقاق عند YS‏ نقطة 
من مجموعة قابلة للقیاس 0 ل ع4 فان 

| زرا .m' (f(A))s‏ 
3( أحسب m'(f(A))‏ من أجل f‏ قابلة لاشتقاق تقريبًا آینما كان على ل 
و f'(x)=0}‏ :1 ]۰۸ 


الحل: 


1( نعرف من أجل US‏ 0<ع و ۸2۲ المجموعة 
}4 كاه -»: لع ۷۶ «D, ={xeD:|f(x)-f(t)|<(C+e)|x-t],‏ 
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من الواضح أن المتتالية {Dn} og‏ متزايدة وتحقق UD,‏ =0 . ينتج 
n21‏ 

عن تعريف m' (D)‏ أنّ من أجل US‏ 0< و neN'‏ توجد تغطية 

ل D,‏ بفترات مفتوحة Ur], CJ‏ بحيث 


k21 
.(Vk>1) T ave *(D,)+6 ‘Dpc UJ 
k21 k21 


لدينا من أجل x teD, oJ, US‏ ما يلي 

۶ (x)= F(t)|<(C+2)|x-t]< (Cc (0۲0۲ ( 
ومنه‎ 

(Vk2 1) cm" (f(D, ^£) «(C )t(t) 
Gl ينتج عن التجميع الجزئي القابل للعدد ل “م‎ 


m* )۶)0,( - eo. [uat ]]-» (ure. ^4) 


<5 m'(f(s. o£) x («t(4) 


k21 
> +ع)‎ e)(m' (b) «) 
بتطبيق التمرين 14 السؤال 3( من الفصل الثالث نجد‎ 


m'(rt))-w (U flos) |= "سبو‎ (fos) 
> (ع+ع)‎ lim (m' +(,م)‎ e) s(c* e)(m (ع+(ه)‎ 


o3 
«m'(f(D))«cm' (D) 

لكون e‏ اختياريًا. 
2( ليكن 0< » نعرف من أجل ne N* US‏ المجموعة 

By - [xe A: e(n- 1)«|f'(x)| > en] 
دالة قابلة للقياس على ۰۸ عندئذ ,8 هي مجموعة جزئية‎ f! أن‎ Ly 
Qs (VIS) ۰8, AB; =Ø ti قابلة للقياس. من السهل التأكد من‎ 
Gl نستنتج من السؤال السابق‎ A= لا‎ 8, 


n21 
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(رة)سزمم) m'(f(4))« X m'(f8,))« E‏ 
&)dx‏ £1( و x f, (en)dx > Y‏ - 
e)dx- [,|f'|dx+em(A)‏ +[ )را = 
وعليه m'(f(4))s |۶ lax cis‏ لكون e‏ اختياريًا. 
3) ينتج عن كون f'‏ دالة قابلة للقياس A C)‏ مجموعة جزئية قابلة 
للقياس. نستنتج فور من السؤال 2) أن 
0- 9۷| ار < ((۶)۸) ۰ > 0 
إذن 0-((۶)۸) «m'‏ اي f(A) C)‏ مجموعة مهملة بمفهوم لوببغ. 


تمارین مقترحة 


.f,g:[a,b] >R ost OF‏ آثبت أن 
D'(f-g)(x)2 D'f(x)- D'g(x) (i‏ من أجل كل xe[a,b[‏ 
حيث تكون D* f(x)‏ منتهية, 
ب) D'(f-g)(x)2 D'f(x)- D'a(x)‏ من أجل کل xe]a,b]‏ حيث 
تكون D'f(x)‏ منتهية. 
2 لتكن cF,G:[a,b]  R‏ حيث یمثل 6 التكامل غير المحدد لدالة قابلة 
gaal‏ ومحدودة و. أثبت أن 
«D' (F-G)(x) 3 D'F(x)- D'G(x) (i‏ من أجل «x e[a,b[ US‏ 
ب) .D'(F-G)(x)2 D'F(x)- D'G(x)‏ من أجل .x€]a,b] às‏ 
f: [a,b] >R os: 08‏ - من أجل کل xo e[a,b]‏ نعرف 

(Df)(xo)= lim ing $-t) 

h>0,hz0 
fth: f(xo) 


(Df)(xo)- im sup 
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أثبت أن من أجل کل xe]a,b[‏ فان 
(Df)(x)-min((D.f)(X)(D.f)6)) (i‏ 
ب) (Df)(x)=max{(D-f)(x),(D'F)(~)}‏ 


وبالنسبة ل »=× وط =× فان 
(Df)(6)=(D.f)(b) «XDf)(a) -(D.f)(a) (c‏ 
.(Df)(6)=(D'f)(b) «(Df)(a)=(D*F)(a) (‏ 
04 لتكن D «f,g:[a,b]>R‏ و( معرفين كما في التمرين السابق. 
أثبت co‏ 
-D(f - g(x)2 Df(x)- Da(x)‏ لكل xe [a,b]‏ بحيث 
يكون الطرف الأيمن معرفا تعريفا جيّدا. 
6 لتكن f,geBV([a,b])‏ و adi keR‏ أن 
VE (kg) =|k|V2(f) is «kf e BV ([a,ط]) (i‏ 
ب( f£aeBv([ab])‏ و (و) (f+9)=V? (f)+V?‏ ۰۷۵ 
:fgeBV([a,b]) (c‏ 
sup |f(x)\Va(9) (s‏ +(۶) ۷۵|()و| Vg (f9)< sup‏ 
xe[a,b] xe[a,b]‏ 
د) 3 كان x e[a,b] as [f(x)2c»0‏ فان 
([ط.ه]) 8۷ 2 و (f)‏ لاج > (1/f)‏ لا 
06 أثبت أن الدالة x#0‏ ,5104ى»ا - f(x)‏ ليست ذات تغيّرات محدودة على 
أية فترة تحوي 0. 
p:[a,b] >R ost OF‏ دالة بحيث -p € BV([a,b])‏ أثبت أن 
(ole BV([a,b]) (i‏ 


Va (le) sw (v) ب)‎ 
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«ls ff 00۷ so (a) لاح‎ (lel). (c 
اثبت آن‎ .|p|e Bv([a,b]). دالة متصلة‎ p:[a,b] >R os: 8 
-p € BV([a,b]) 
الدالة‎ gst 09 
Jf je s xe Jo, 2] 


0, x=0 
-feBv([o,2]) oj أثبت‎ 
هو فضاء بناخ بالنسبة للمعيار‎ BV([a,b]) أثبت أن‎ 70 
۰۶ |(ه) ۶ - روا‎ v? (£) 
Away لتكن‎ 7 


xcost, x#0 
و(‎ 
0, x=0 


آثبت أن ([0,7]) 8۷ء ۶. 


{Pn}, BV([a,b]) ost 72‏ بحيث مجح ,م. 


-BV ليست بالضرورة عنصرا من ([ا,0])‎ p أوجد مثالا يثبت أن‎ (i 

ب) نفرض وجود 0 M»‏ بحيث edi .)70< 1( .VP(g,) M‏ أن 

BV([a,b])‏ € م. 

73 أثبت أن دالة مركبة f eBV([a,b])‏ 13513 فقط كان 
-Re f Im f € BV([a,b])‏ 


f,g e AC([a,b]) osa. 14‏ (اي f‏ و و دالتان مطلقتا الاتصال على 
-([a,b]‏ 
أثبت أن و + f/gs fa‏ (عندما ((Vxe[a,b]) «g(x)#0‏ عناصر 


. AC([a,b]) من‎ 
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6 لتکن f‏ دالة قابلة للاشتقاق ذات مشتقة محدودة على الفترة [a,b]‏ أثبت 
eAC([a,b]) oi‏ ۶. 

16 ثبت ai‏ إذا كانت f‏ دالة ليبشيتزية فان .feAC([a,b])‏ 

f c AC([a,b]) Oi ati. f eBv([a,b]) os 7‏ 13513 فقط 
كان piden‏ 

f oa 8‏ دالة متصلة و f € BV ([a,b])‏ بحيث fec([c.b])‏ من أجل 
كل ]تاره[ ». 

.۶ e AC([a,b]) أثبت أن‎ 

gof e AC Gi لا يستلزم بالضرورة‎ f,g e AC Gi أوجد مثالاً يثبت‎ 79 
بحيث‎ [c,d] و و ليبشيتزية على‎ f e AC([a,b]) ost 20 

-foge AC([c,d]) d asi -g([c,d]) c [a,b] 

7 لتكن 

Fan rin xe ]0,1| 
0, x-0 
. 8 > فقط به‎ 3,13 f e AC([0,1]) أثبت أن‎ 
مجموعة جزئية مهملة. أثبت أن‎ E C [a,b] و‎ f e AC([a,b]) لتكن‎ 22 
مجموعة جزئية مهملة.‎ f(E) CR 
فترة‎ US محذبة ۸ ج 9:12 هي مطلقة الاتصال على‎ Alla أثبت أن کل‎ 3 
-[a, b] 
بحيث‎ [c,d] و و متزايدة على‎ f eAC([a,b]) osx: 24 
-fogeAC([c,d]) à ([ه,ء])و. ثبت‎ c [a,b] 
aa gas 26 
fixi n sin 4, x«]o,1] 
0, x=0 

مطلقة الاتصال على ]0,1[- 
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v^ (h)- PIn'(x))gx. oi یستلزم‎ he AC([a,b]) اثبت أن‎ 6 
أثبت أن لدالة‎ 27 

xsini, x €]o,1] 

0, x=0 

ليست مطلقة الاتصال على ]0,1[- 
f eBV([a,b]) ot 8‏ تحفق f'(x)dx‏ 
f e AC([a,b])‏ . 
{Pn} ne c AC([a,b]) os 9‏ بحيث مح وم . 
(i‏ آثبت أن © ليست بالضرورة عنصرًا من AC([a,b])‏ حتى في حالة التقارب 
المنتظم» 
ب) ed‏ أن 0-(,-مم) ثلا lim‏ يستلزم .eeAC([a,b]) Gi‏ 


=| 


2 -(۶) ۰۷ أثبت آن 





0 لتكن f‏ و و دالتین مثصلتي الاشتقاق على [a,b]‏ و و موجبة ورتيبة 
على [a,b]‏ . أثبت وجود e [a,b]‏ 7 بحیث 

. È f(x)g(x)ax = g(b) fp f(x)dx 
موجبة ومتناقصة و و دالة قابلة لمكاملة على‎ f € AC([a,b]) لتكن‎ 7 
بحيث‎ y e [a,b] أثبت وجود‎ . [a,b] 


2 BP f(x)g(x)dx = f(a) f 9)(۷ 


Lasti‏ العاشر 


صيغ التقارب 


المصل العاشر 
صيغ التقارب 


نعلم Qj‏ هناك طرقا عديدة لوصف تقارب متتالية من الدوال القابلة 
للقیاس (91)6,5- ,إو إلى دالة قابلة للقياس .f‏ لقد تناولت 
مقررات الحساب المتقتم مفهوم التقارب البسيط والتقارب المنتظم حيث 
آن التقارب المنتظم يستلزم التقارب البسيط غير Gi‏ العكس ليس صحيحا 
على العموم. لقد سبق لنا أن أدخلنا في الفصول السابقة نوعين آخرين 
من التقارب ألا وهما التقارب ,م-تأك والتقارب في (بر,ة,م)”اء كما 
وصفنا كذلك في مبرهنتي التقارب الرتيب والتقارب المرجح العلاقة ما بين 
التقارب البسيط (و (di-y‏ والتقارب في P(E)‏ و (ع) ۰۷ 

سوف نعرض في هذا الفصل صیغا أخرى من التقارب كما ندرس 
مختلف العلاقات ما بين US‏ هذه الصيغ. لهذا الغرض نقمتم دراستنا إلى 
ثلاث حالات: الحالة العامّة» Ala‏ الفضاء المنتهي ils;‏ الترجیح في 
(6)ا. ولتبسيط الأمور للقارئ نختم الفصل بتقديم مخططات تلخص 
US‏ هذه العلاقات. 


1- تعاندت عامة 
لیکن (E,Z,u)‏ فضاء قياس GJEN‏ و م >م >1. 


سوف ندرس في هذا الفصل صيغ التقارب التي تحفقها منتالية ما مع 
إثبات الاستلزامات المترتبة عنها. 


نستهل بالتذکیر بالتعاریف التالية: 


bass c OK (E,X) و‎ f e9((E,Z) لیکن‎ 
إتها تتقارب‎ {fa} نقول عن‎ 1 
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أ) ببساطة إلى ۶ على E‏ إذا حققت ما يلي 
ع |f, (x)- f(x)|«‏ > وه Vx e E, Ve» 0,20 eN' :Vn2‏ 
أي «VxeE, lim|f,(x)- f(x)|-0‏ (لاحظ ti‏ وم متعلق بع 
n—oo‏ 
و «)۰ نرمز لهذا التقارب ب 
f,—f‏ على E‏ 
ب) بانتظام إلى ۶ على E‏ إذا حققت ما يلي 
EN” : Vn2 n, Vx EE > |f, (x)- f(x)|«e‏ وم0,3 «Ve»‏ 
أي lim (suf (x) r0) )- o‏ « (لاحظ ng ti‏ متعلق بء فقط)» 
NO\ xcE‏ 
نرمز لهذا التقارب ب 
ۇج و على E‏ 
(c‏ م-تأك (تقريبًا أينما كانت) إلى f‏ على ع إذا ACD cus.‏ مهملة 
بحيث f, of‏ على ۸٩‏ نرمز لهذا التقارب ب f‏ > رل e-u‏ 
و hf‏ على LE‏ 
د) تقريبًا بانتظام إلى f‏ على E‏ حققت ما يلي 
(على hf (A‏ :ع > [م )بر Ve>0, 3AcZ,‏ 
نرمز لهذا التقارب ب 
d a.u. 1‏ 
(o‏ بانتظام تقريبًا أينما كان إلى f‏ على إذا حققت ما يلي 
(علی (A‏ جك f,‏ :0 - [كم )بر 3AeZ,‏ 
نرمز لهذا التقارب ب 


۴ f, P) >f 


من الواضح أن التقارب المنتظم يستلزم التقارب البسيط وأن هذا الأخير 
يستلزم التقارب بم-تأك. 


2( نقول عن متتالية را dh.‏ © >م >21» إنها تثقارب 
بالوسط من المرتبة م إلى M) fel" (E)‏ حققت 
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Ve < 0, م20‎ = ng (e) > : Vn2 no |, - fl, <E 


P 
h نرمز لهذا التقارب ب ۶ج لت‎ 


ملاحظة 01.10: نسمّي التقارب في U(e)‏ (على الترتیب» (e (e)‏ 
بالتقارب بالوسط (على الترتيب» بالوسط التربيعي). 

نشير إلى أن الإحتماليين يستعملون مصطلح التقارب بالتأكيد تقريبًا بدلا 
من التقارب أينما كان تقریبا. 


إضافة إلى التعاريف السابقة نعرف التقارب بالقياس كما يلي 


تعريف 02.10: fE M(E, £) os‏ و (6,5) 91 Malos‏ نقول عن 
بر (م/] إنها تتقارب بالقیاس إلى f‏ على م إذا حققت ما يلي 
: “الك (قرع )مه - 0,20 < ۷۶,6 
E +f, (x)= f(x)|25})<e‏ »)ای جوم Vn>‏ 
أي ۰-((۶)0(<6-(),:ع> »)اس Jim‏ 0< ۰۷۵ 


نرمز لهذا التقارب ب hf‏ 


2- العلاقة Le‏ بين مختلف التقاريات 


نستهل بالنتيجة التالية التي تخص وحدانية النهاية 'تقريبًا أينما كانت" 
لمتتالية متقاربة بالقياس» لدينا 


مبرهنة 03.10: لتكن C M(E)‏ ,ىر {fy}‏ و f,g cOL(E,E)‏ بحیث 


di-yu ۶< و وج رل عندئذ و‎ f, —»f 


اثبات: ليكن 0<ء و 0< ۰6 یوجد 1< 70 و 1< ,7 Cus)‏ 
(Ynzno) «u(F,)<$‏ 
nj) «u(G,)«5 3‏ <۰)۷۸ 
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F, ={xeE:|f,(x)-F(x)|> $} 
«6, - [xe£:|f (x) - a()|2 $} 3 
نستنتج من الاحتواء‎ 


«(Vn2 1) {xe E:|f(x)—9(x)|2 5] مات‎ UG, 
لدينا‎ nz max{ng,n,} US من أجل‎ ti 

-u({xe€:|F(x)-9(x)|>5})< u(F,)+ (65) > 
cu({xek:|f(x)-a(x)|25})=0 D ينتج عن کون ع اختیاریا‎ 
Wd: y fog وعليه فان‎ (VÀ 0) 


مبرهنة 04.10: لتكن {fn} ny C M(E, Z)‏ و f c9L(E,E)‏ بحيث 


Sh 4 عندئذ‎ ‘fn f 


إثبات: نفرض أن f, — 5 f‏ . لیکن 0<» توجد ع4» 
«e‏ ) ۰)4 بحيث f, “or‏ على A‏ 93« من أجل US‏ 6<0 
يوجد 1 < Cua) ng‏ 

«(Vn2 no) ,ی‎ (x) f(x)|«5 


ومنه «(Vnz n9) «AC{xeE:|f,(x)-f(x)|<d}‏ أو بعبارة 
أخرى 4° .(Vn> no) «{xeE:|f,(x)- f(x)|> 8} c‏ 

«O3 

«(Vn2 ng) ui bxee:f 0)- £002 ([ة‎ s (عم)س‎ > 


مبرهنة 05.10: لتكن {fy}, M(E, Z)‏ و f cOIL(E,E)‏ بحيث 
“of‏ رل عندنذ f‏ > رل -u‏ 
إثبات: نفرض Cj‏ م جك (f,‏ عندئذ من أجل n21 US‏ یوجد 
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aal. A على‎ f, و مجك‎ H(AS)<4 بحیث‎ A, eZ 
مجموعة مهملة. بالتأکید» لدينا‎ AS ولنثبت آن‎ A= لا‎ A, 
n21 


«(Vn2 1) esa(w)- (n Ass u( as) <4 


-u(A°)=0 Ale 
ومن تعريف‎ OCC A, using <1 يوجد عندئذ‎ ۰ ۰۸ OY! لیکن‎ 
8 -تأك.‎ ‘fn > f o3 f(x) > f(x) o نرى‎ Ano 


ملاحظة 06.10: على العموم المبرهنة العكسية غير صحيحة إلا في حالة 
القياس المنتهي والتي تعبّر عنها مبرهنة إغوروف 32.4. 


Le gee‏ لا as‏ علاقة ما بين التقارب بالقياس والتقارب البسيط وحثى 
التقارب dou‏ فعلى سبيل المثال» تتقارب المتتالية Apu]‏ = بر 
ببساطة إلى 0 إلا أتها ليست متقاربة بالقياس. كذلك بإمكاننا إنشاء 
متتالية متقاربة بالقياس وليست متقاربة م-تأك. لكن Lal‏ في حالة 
فضاء القياس المنتهي النتيجة التالية: 


قضية 07.10: نفرض «oo. Oi‏ (6)//» عندئذ التقارب تقريبًا أينما كان يستلزم 
التقارب بالقياس. 


إثبات: نفرض Ol‏ ۶ ج cf,‏ مم-تأك. نستنتج فورًا من مبرهنة إغوروف C‏ 
f‏ جك cf,‏ ومنه f, “of‏ حسب المبرهنة 8.04.10 

ملاحظة 08.10: في الواقع تبقى هذه القضية صحيحة في فضاء قياس 
مبرهنة اغوروف 58.6. 


مبرهنة 09.10: ليكن مه >م ۰15 عندنذ f‏ و اا بكر يستلزم Ch‏ 
إثبات: ليكن 0>€ و 6<0. نضع من أجل n21 US‏ 
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-An ={x EE :|f,(x)— f(x)|2 5} 


* P t we 
وم متعلق ب م‎ EN” جا ر وجود مؤشر‎ f ينتج عن التقارب‎ 
مم<م"ء لدينا‎ à وک‎ 


1/ 1/p 
de P >If, - rl, - ) مكايا‎ - ۶۳ ax) "(f Ms fl au) 


1/p 
> (f, ó*au) هو‎ 
B. f,—f o3 (A) > ومنه‎ 
نحصل على نفس النتيجة عندما © -م بينما المبرهنة‎ f نشير إلى‎ 
العكسية غير صحيحة كما یتضح في المثال التالي:‎ 
لمعرقة على ]0,1[ ب‎ (fj), مثال 10.10: نعتبر المتتالية‎ 
Os «f, 20 لدینا‎ f, ="X9,2) 
om({xe[0,1]:|f,(x)-0|>5})=20 
فان‎ «f,-olp- »ہم‎ = ۸ D وبالتالي وب ,. بما‎ 
مهما يكن ]1,6]ء م.‎ a" ([0,1]) في‎ f, 0 
نود في كثير من الأحيان معرفة ما إذا كانت التهاية عنصرًا من نفس‎ 
eg Rega مق‎ UE فضياء‎ PURIS (e) الفضاءء وهذا صحيح في‎ 


تبقى مبرهنتي التقارب الرتيب والتقارب المرجح وكذلك متباينة فانو صحيحة 
عندما نعوّض التقارب تقريبًا أينما كان بالتقارب بالقياس (انظر المبرهنة 


15.10(- 
مبرهنة 11.10: ليكن م ج (f,‏ عندئذ توجد متتالية جزئية ا من 


.di-u Sn, >f بحيث‎ Mile: 


إثبات: يستلزم التقارب رجف O frp‏ 
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V£,6»0,3ng EN“: 

u({xeE:|f,(x)-f(x)|26})<e, (Vn2 nj) 
(نختار‎ n, ٤۸ وبالخصوصء يوجد من أجل “1/2 £707 مؤشر‎ 
متزايدة تماما) بحيث‎ (ni), 

[ree اممو‎ ()] >)4(“ 
بم-تأك. نضع‎ f, f oon لنتأكد‎ 
Ace [eee 00-1091 (3)'] 

لدينا 


X u(A)< > (4) =1<0 


n21 n>1 


lim D H(A, )=0 45‏ . إذن 


m+ k—m 


(ay) = of ۲۱ لا‎ a > U ^J: Y u(A) 
m21k>m kəm kəm 
(Vm2 1) 
a (limA,) =0 وبالتالي»‎ 
(X£ A, بحیث‎ m EN” عندئذ يوجد‎ «x e (ima, ) ليكن‎ 
وعليه فان‎ (Vk2 mp) 
k 
-(Vk2 mo) «f (x) - |م)م‎ > )2( 
بر-تاك.اا‎ if, ج‎ ۶ D وهذا يثبت‎ 


(f), CU (E) ex m .u(E)«o ti مبرهنة 12.10: نفرض‎ 
فان‎ f, — f بحيث‎ ۰1 > peo 


fei (E)‏ و مک بو. 


إثبات: بما «f, —» f o‏ فان 
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Ve>0,4ng - (ع)وه‎ eN' : 
E 
sup) “F< TT G (Vn2 no) 
n2 ng US لدينا من أجل‎ 


(ety 
(ED uo. 


S —————8' «8 


mro 


Ms = fle = ملاع‎ - fl > 


ومنه > fl,‏ - م۰ 
لدينا من جهة أخرى» 

m fn, fs 71], fn, 
m.f,— f اء ۶ء وبالتالي‎ (E) «o3 


























+ 
p 




















«fll km fn, Ts 


0 > ع + 
م 


ملاحظة 13.10: إن شرط محدودية القياس ضروري لصحة المبرهنة 
السابقة كما يئضح في المثال المضاد التالي: 


مثال 14.10: نعتبر المجموعة E=[0,00[‏ (مع قياس (aug)‏ و 
(asp«9) df =o) c۴ )E(‏ 


n>1 


دینا i po‏ ف ر2 = (Bran)‏ رأه - و 


مبرهنة 15.10: لتكن (E)‏ ات (f),‏ بحيث f‏ 5 — رژ. نفرض وجود 
eL" (E)‏ و بحيث |f,| «g‏ من أجل ds‏ 1 < م . (Mae‏ 


hfs (ع)ماءم‎ 


إثبات: توجد حسب المبرهنة 11.10 متتالية جزئيّة ری ffm}‏ من 
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o3 م-تأ.‎ «f| sg ومنه‎ «dü-u «f, ج‎ f بحيث‎ {fh} ری‎ 

.f ei (E) 

لنفرض جدلا نیم (,) لا تتقارب إلى f‏ في (E)‏ ا» يوجد عندئذ 
Ma-‏ 
ينتج عن کون | [fo]‏ متتالية جزئيّة من متتالية متقاربة بالقياس إلى 
f‏ آئها بدورها متقاربة بالقياس إلى ۶. نستنتج مرّة ثانية من المبرهنة 











<٤ يحقق‎ m يوجد‎ keN' US بحيث‎ ٤<0 
م‎ 


0 وجود متتالية جزئيّة {fi},‏ مز oe‏ ا Pe‏ بحيث fof‏ 
بر-تأك. لدينا من جهة |se Goal‏ > (۷1<1). بتطبيق المبرهنة 





8 (التقارب المرجح في ) (U(E‏ نحصل a.‏ یواک ری ین 
من أجل العدد م Gill)‏ أثبتنا وجوده أعلاه) يوجد 1< ,1 بحيث 
fi- f|, <e‏ (را </۰)۷ وهذا تناقض مع الفرضية الموضوعة. 








وهكذا فان A‏ 


لازمة 16.10: لتكن {fa} CL (E)‏ نفرض وجود geL’ (E)‏ بحيث 
flag‏ من أجل Us‏ 7<1. إذا كان f,—f‏ (علی الترتيب» 
f, Hor‏ آو جک f,‏ ( فان 


f,— fs fei" (E) 


P e 
بفضل‎ pE f و‎ ۶۷ (E) Oi يستلزم التقارب بالقياس‎ 
98. المبرهنة السابقة‎ 


ملاحظة 17.10: من السهل التأكد من f-nz, 31 D‏ على ]51[ 
متقاربة تقريبًا بانتظام إلى 0 على [0,1] غير ألها ليمت سرد في 
([0,1])”اء .1«p«o‏ وهذا Dj cus‏ التقارب المنتظم تقريبًا لا 
يستلزم التقارب بالوسط من المرتبة م بدون إضافة شرط الترجيح 
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نشير إلى أن العكس غير صحيح حتى في حالة الترجيح» نعتبر على 
سبيل المثال التالي: 

مثال 18.10: إن المتتالية المعرفة ری {fa}‏ ب f(x)- x‏ في ]0,1[ 
متقاربة إلى f-0‏ في LP([0,1])‏ وغير متقاربة بانتظام. يمكن کذلك 
اعتبار المتتالية fa = Xni]‏ على E=[0,0[‏ المتقاربة إلى f-0‏ 
في (]0,5])”! والمتقاربة ببساطة إلى 0 غير أتها ليست متقاربة 
بانتظام. 


ملاحظة 19.10: سوف نبيّن فيما يلي أنه لا توجد علاقة مباشرة بين 
التقارب بالوسط من المرتبة م والتقارب البسيط أو التقارب 'تقريبًا أينما 
كان". 


مثال 20.10: نعتبر المتتالية (fj,‏ لمعرقة على ]01[ ب 
[خرو[12 - -fa‏ لدينا 0ج رل «-تأك» غير أتها ليست متقاربة 


بالوسط من المرتبة -(Vn2 1) < fi f? ax= n 21 OY p‏ 
وفيما يخص العكس نعتبر المثال الاتي: 


مثال 21.10: نعتبر الفترات الجزئية من الفترة [0,1]: 
J107]2,07]2,15)3,07)3,14]3,2 7] n,0 7] n 15] n n- ۰‏ 


.n21 US من أجل‎ ck 0,...,0-1 Jp - | E, E] 


نعرف المتتالية رر {fp}‏ على ]0,1[ ب 


f= Xio f27Xnos ول‎ - X وآ‎ Xo هل‎ =ni 





Gal‏ 0ج «f dx‏ أي ووا p‏ نلاحظ من جهة أخزى أن 
من أجل x e [0,1] US‏ تقبل المتتالية العددية بر [(*) (f,‏ متتاليتين 


الفصل العاشر: صيغ التقارب — — — — اع 393 


جزئيتين غير متقاربتين إلى نفس النهاية ألا وهما ,0( {Sn‏ 

دی [() Un‏ المعرفتين ب .Vk>1 fe (x)215 fn, (x)-0‏ 
بما أن × اختياري فإن المتتالية رر {fa}‏ لا تتقارب ببساطة على الفترة 
]0,4[- 


مبرهنة 22.10: لتکن {fa} , cU (E)‏ و f ٤90)۴,2(‏ بحيث f‏ ج رگ 
cap‏ عندئذ م f, HO,‏ إذا وإذا فقط كان 
fev(E)‏ و مایا -lim f| du-‏ 
يمكننا تعميم هذه المبرهنة بفضل متراجحة فاتو لنحصل على: 
مبرهنة 23.10: FEM(EX)s {fa} U(E) ۰1> p< OS‏ 


بحیث wip cf, > f‏ عندئذ EGE‏ إذا 5 13 فقط كان 
tim |fol,=lfly F< (€)‏ 
no‏ 


هذه المبرهنة غير صحيحة في (E)‏ نا كما یوضحه المثال التالي: 


مثال 24.10: نعتبر المتتالية (fj,‏ المعرقة على ]0,1[ ب 
رپ مگ لدينا i1‏ ماگ =1 = راوگ (Yaz)‏ بیضا 
(Vn21) «|f, - 1], =1‏ 


h EDS و‎ )0< 1,2,۰۰( «f, f, EL (E) قضية 25.10 إذا كان‎ 
-lim [flo = فان ما‎ 


3- مخططات التقارب 


نلخص Lad‏ يلي العلاقات الممكنة بين مختلف صیغ التقارب» وبغية 
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تيسير هذه العلاقات نستعمل الترميز التالي: 

۷ب يعني أن التقارب بالمفهوم × يستلزم التقارب بالمفهوم 
Uis ۷‏ يعني الترمیز ۷<--- وجود متتالية جزئية متقاربة 
بالمفهوم y‏ 


الحالة العامة: لدينا مخطط التقاربات التالي: 

















Bay‏ أن التقارب المنتظم يستلزم كل صيغ التقارب الأخرى ما عدا 
التقارب بالوسط م بينما التقارب بالقياس والتقارب تقريبًا أينما كان 
فاتهما لا يستلزمان GF‏ صيغة من التقارب الأخرى. 


الحالة المنتهية © > P(E)‏ : 


إذا كان الفضاء ذا قياس منته فان مخطط التقاربات يأخذ الشكل التالي: 
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حالة الترجيح: 


في حالة وجود دالة (E)‏ اع و بحيث «(Vn21) «|f, sg‏ فان 
مخطط التقاربات يبدو كالآتي: 


ia + 


| we | 
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في الأخیر» نضيف إلى التعاريف السابقة نوعا آخرًا من التقارب في 
الفضاءات P(E)‏ ألا وهو التقارب بضعف المستعمل في كثير من 
التطبيقات. 


تعريف 2640: لیکن 00> مك1 -f fn ev (E)s‏ نقول عن SÎ‏ إتها 
تتقارب بضعف إلى f‏ إذا حققت 

(vger (E)) «lim |, fradu= |, fody 
حيث ؟ الأس المرافق ل م.‎ 


ملاحظة 27.10: باستخدام متباينة هولمر يمكننا Cj GLE)‏ التقارب بالوسط 
من المرتبة م يستلزم التقارب بضعفء ومن جهة أخرىء فان التقارب 
تقريبًا أينما كان يستلزم التقارب بضعف تحت شروط معيّنة (انظر 
التمرين رقم 16(- 


مسألة محلولة 


نعتبر في ([0,1],B([0,1]),m)‏ المتتالية ری (م) المعرفة ب 
J”‏ د < «(VxeR)‏ 
حيث 0 > 0 Me‏ مثبت. 1 
ادرس التقاربات التالية إلى 0= : 
1( المنتظم تقريبًا 2) a-m‏ 3) بالقیاس 4) في ([0,1])"ا من أجل 
© > م 1 . 


الحل: 


1 > - 5 a.u. Lon aes 
"n S gri Cus يوجد 1 < م‎ ۰٤< 0 لکل‎ :f, ——50 إثبات أن‎ (1 
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.)4(> ۶ Oly Ac B([0,1]) Ui نجد‎ A=[0,25] e» 
(Vnzng) ۰2> > ومنه‎ (x81 Xue xe ۸ لیکن‎ 
.(Vnzng) ¢f,(x)=O (وم <۰)۷ وبالتالي‎ xe] | o 
«AeB([0,1]) یوجد‎ <0 US 43 كخلاصة لما تقدم نستطيع القول‎ 
«(Vn2 no) «sup|f,(x)|- 6 Pus ویوجد 21 وه‎ «m(A)«e 


x f a.u. 0 أي‎ 


dug‏ ا — (f, 0 Mac (f,‏ وص تأك» وذلك حسب 


05.10 المبرهنة‎ 
بفضل‎ f, — 0 Xue di-m (f, و 0ج‎ m([0,1]) «o لدینا‎ (3 
07.10 القضية‎ 


4( الحالة © >م >1 : لدينا 


dx = in^" > o0‏ ”| رو 
n‏ 





«(vn22) «ll = foa 
عندئذ تكون‎ di-m «f, 0 TÅ بما‎ (f), و منه ([0,1]) لا‎ 
(إن وُجدت) معدومة في ([۱*)]0,1. لدینا من‎ {fn} io نهاية المنتالية‎ 
جهة أخرى‎ 

0, if 15 > 

; NS ; 

lim|f,-0|,- lim n°? =|1, ifisp-i 

+o, if 1<p&i<p 


تحضل OH}‏ على م — «f,‏ عندما 2>م >1. 


spen inan )4‏ لدينا ulus (v2) ۰ sup |, )(|= n*‏ فان 
xe[0,1‏ 


Urbs cu ([0,1]) 
بحيث‎ Ac B([0,1]) عندئذ يوجد‎ «f, — o4) م‎ Hi ong 
من‎ X, عنصرًا‎ n21 نختار لکل‎ . —290,A و‎ m)4° (=0 


۸[ ,جك | - ود لنحصل على "5 «(Vn22) «f, (x,)o‏ (لاحظ Gf‏ 
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Vy :)98<1( «4,20‏ صار “مح | زر مما 2E‏ 
م- (عم)م كنك - ]3,2[ «(Vn2 1) m(‏ وهذا مستحیل)» ومن 


d‏ فان f,—b0 oY lim f(x) =o‏ على «A‏ وعليه فان 
ریم (م) Y‏ تتقارب في ([0,1]) e‏ 


تماوين مقترحة 


OF‏ أثبت cj‏ التقارب بالوسط من المرتبة Cp.‏ في فضاء ذي قياس منته. يستلزم 
التقارب بالوسط. 


نفرض ان بر قيس منته و {fahe UE)‏ بحیٹ جل و 
ويوجد ثبت (vn21) [fly SM : M»0‏ 

ثبت نن f, of‏ لكل و بحيث م > >1. 

08 نفرض أن «ff, el" (E)‏ > م 15 ويوجد M>0‏ بحيث 
الاك |f],‏ ثبت أن ۶ ج d-u (f,‏ يستلزم آن 


el - ورا‎ - ۶۳-۱۶۳ | =0 








. lim 
no 
0 تتقارب ببساطة إلى‎ f, 7i] Ais] آن المتتالية‎ cu OF 


على ]71,1[ وأتها لا تتقارب بانتظام ولا بالوسط من المرتبة م» 

. 15 0 > © 

6 لتكن المتتالية ,یر {fy}‏ معرّفة ب fy =" aa]‏ على [0,1]. 
أثبت o‏ 0ج di-m «f,‏ و 0ج .h‏ 

عيّن قيم م بحيث وج )02 — fy‏ 


06 لتكن f, 7 nz *-1(n1)7*-1]‏ حيث keN‏ بحفق 
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2 > م > 2۸ . أثبت أن م, اگ بر is (Vpe[to[)‏ لا 
تتقارب عند à‏ نقطة في [0,1]. 
07 لتكن المتتالية 
x €]-o,0[‏ ,0 
f(x) nx, x e [0,3 |‏ 
xe |2,+00[‏ ,1 
(i‏ هل | (f)‏ متقاربة ببساطة إلى دالة معيّنة ff‏ 
ب) هل [fy], - Ifl, ibat‏ ۸ صحيحة؟ 
ت) هل تتقارب (f),‏ في (R)‏ 1۳؟ 
8 لتكن ACR‏ مجموعة جزئية محدودة بحیث m(A)»0‏ 
د c IU(R,B(R),m)‏ ریر(م) معرفة ب 


3 
.)۷۸< 1) In) = 5 Lan (*) 
. fi AO بینما‎ f,— 90 أثبت آن‎ 


9 لیکن )2 (E,Z,‏ فضاء قياس Geia‏ و (f,],., CCEE)‏ بحيث 
من أجل Js‏ 0< 6 لدینا 

+< ))8 692 - )ادع سر 2 . 
أثبت أن f‏ و d-u‏ 
0 ادرس صيغ تقارب المتتالية ,., [,/] المعرفة على ]0,1[ ب 
این 


[,۶) متتالية بحیث ۶ج — «Qus fo‏ م دول 


1 en 
وحم‎ ct (E) osil n 
بم-تأك. أثبت أن‎ (p, قابلة للقياس ومحدودة بانتظام بحيث © ج‎ 
1 
. جلت رارم‎ of 
هل باستطاعتنا تعميم السؤال السابق لكل |مم+,1]ء م.‎ 
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AE} og CE (E) os 2‏ أثبت أته إذا كان pf‏ 
و + > fldu‏ - معا < فان f‏ ج -u if‏ 
n21‏ 
13 لیکن بر قياسا {fn} cU (E) Ges‏ و(ع) f eU‏ بحيث 
جک f,‏ و lim (A1 f2du- [A1 f? dı‏ . 
dad‏ ۳ ۳ 
p,qe[1,7] os 74‏ این مترافقین و fa, f EL (E)‏ 


q P t 8‏ 
و (E)‏ کاع و,مو. أثبت أنه إذا کان ۶ج g ogy f, UO‏ عندئذ 





. ہورگ‎ — > fg 
y متتالية دوال محدودة في ([7,7-]) 7ا‎ f, (x) = sin nx أثبت أن‎ 6 
-LP )]-7,7[( تقبل متتالية جزئية متقاربة في‎ 
نفرض‎ .f,, f EL (E) م ولتكن‎ e [1,٥] لیکن فضاء >-منتهيّاء‎ 16 
i-u ج رگ‎ f و‎ |f, SM وجود ثابت 0 < ۷ بحيث‎ 
P(E) (بضعف) في‎ f,— أثبت أن “رج‎ )1 
.H(E) هذه النتيجة غير صحيحة في‎ Gi يوضح‎ a أوجد‎ (2 
In =" tot] رقاب‎ Un} nea مساعدة: اعتبر المتتالية‎ 
(بضعف) في‎ f, — 0 تحقق‎ {Ff}, أوجد مثالا لمتتالية من الدوال‎ 7 
ر-تاك على ]0,1[ بینما لا تتقارب‎ «f, و 0ج‎ )1> p<) اء‎ ([0,1]) 
-P )]0,1[( إلى ۵ في‎ 
معرفة ب‎ (f), CM (R, Lm) os 8 
(Vn21) «f (x) = مج‎ Atos] (*) 
. على‎ f, —90 dads 
من أجل > م >1 ؟‎ f, — 50 هل‎ 2 


3( تأكد من انتماء (×) o‏ =(×) و إلى (R)‏ اء مهما يكن 
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dic 1> 0> ©‏ احسب lim fe fagdm‏ . ماذا تستنتج ؟ 
ost 9‏ 8 ج f: R‏ دالة متصلة و 7-دوريّة ولتكن Ac B(R)‏ بحيث 
.0«m(A)«o‏ 
1 أثبت أن المتتالية TARP‏ المعرّفة ب fa(x) =f (nx)‏ متقاربة بضعف 
في الفضاء «L?(A,B(A))‏ ( مه > م >1 ) إلى الدالة الثابتة 
o=} |; f dx‏ . 
à es (2‏ جوا إذا وإذا فقط تحققت المساواة التالية 
-flfl dx- rj P‏ 
20 أثبت آن تعريف التقارب بالقياس يكافئ التعريف التالي: 
nj(e)e N' :‏ - 0,2 <عا 
«s‏ (إء Vn2 no = u([xe& f G)- fG)|2‏ 
27 أثبت ما يلي 
(i‏ إذاكان g,— 595 f, —f‏ فان و+ f‏ جگ رو +رژ. 
ب) إذا کان f, —9f‏ و c<0‏ فان ي جك ژه . 
2 اثبت أنه إذا كان «u(E)«o‏ م جك و و وج رو فان 


- وم‎ — fg 


مبرهنه رادون-نيكوديم 


cat‏ الحادي عشر 
مبرهنه رادون-نيكوديم 


سنعرف في هذا الفصل القياس المؤشتر (ذا قيم حقيقية) وكذا القياس 
المرگب» وكمثال لقياس مؤشر يمكن اعتبار فرق قياسين موجبين. 
سنتطرّق كذلك إلى مبرهنة جوردان التي تجيب عن مسألة كتابة قياس 
موشر كفرق قياسين موجبين. 

في الواقع المبرهنة الأساسيّة التي يدور حولها هذا الفصل هي مبرهنة 
رادون - نيكوديم والتي مفادها هو كتابة قياس موشّر y‏ على الشكل 
مرف | «(VAeZ) «v(A)-‏ من أجل lla‏ معيّنة قابلة للقياس ۶ مما 
يسمح لنا لاحقا بتعريف مشتقة قياس بالتسبة لقياس آخر. وفي الختام 
نعرتف تكامل دالة ALU‏ للقياس وفق قياس موشر أو قياس مركب. 


1- القياس المؤشّروالمركب 


لقد سبق لنا أن عرفنا القياس الموجب ك دالة موجبة وبإمكاننا النظر 
إليه كتوزيع لكتلة ما على مجموعة ۰86 نشير إلى أن التركيبة الخطيّة 
لقياسات موجبة بمعاملات حقيقية ليست بالضرورة قياسًا موجبّاء كما 
نعلم 4o‏ إذا كان (EX,u)‏ فضاء قياس فان الدالة 
Ae v(A)- f fdu‏ قياس موجب على E‏ من أجل US‏ دالة موجبة 
وقابلة للقياس .f‏ باستبدال الدالة f‏ بدالة قابلة للمكاملة ذات إشارة 
اختياريّة فان الدالة ۷ تأخذ ed‏ اختياريّة في المستقيم الموسع مع 
إمكانية الاحتفاظ بالخصائص الأخرى للقياس الموجب (بالمعنى الواسع 
أي غير السالب). توذي بنا US‏ هذه الملاحظات إلى تعريف قياسات 
جديدة ذات قيم حقيقيّة أو مركبة. يمكننا بالمفهوم الفزيائي النظر إلى 
هذه الدوال كتوزيعات لشحنات كهربائيّة على جسم معین. 
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نفرض فيما يأتي آن (E,Z)‏ فضاء قابل للقياس اختياري. 
تعريف 01.11: نسمي قیاسّا مؤشرًا على = كل Ala‏ 
E2R-[-»,4o]‏ : ۷ تتمتّع بالشروط التالية: 
«Card(v(Z) o (7,49]) > 1 (i‏ 
w(2)-0 (4‏ 
(D n J= E rten) (c‏ من أجل {En} CZ kazaa‏ 
n=1 3‏ 
ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى. 


إذا كان ۷ قياسًا مؤشرًا على < فنسمي الثلاثية (E,Z,v)‏ بفضاء قياس 


مؤشر. 
ملاحظة 02.11: 1) من الواضح US CO‏ قياس موجب على X‏ هو قياس 
موشر على 2. 
2( يُفهم من الشرط أ) أن v‏ لا يأخذ كلتا القيمتین ‏ و oo‏ في آن 
واحد لتفادي حالة عدم التعيين. 
3) ينبغي النظر إلى الشرط ج) كنهاية المجاميع الجزئية 

N 

‘Sy = Z (En) 

= 

Oly‏ هذه النهاية غير مرتبطة بكيفية ترتیب حدود السلسلة. 


مثال 03.11: إذا كانت f‏ دالة قابلة للقياس فان wv(A)- f,fdu‏ 
(VAeZ)‏ قياس مؤشر. بالتأکید» نستنتج من تعريف تكامل لوببغ O‏ 
Gas!‏ القيمتين [f'du‏ أو مك [f‏ منتهية فضلا على D‏ 
.v(@)=0‏ 

من السهل كذلك التحقق من صحة الشرط ج) في التعريف. 


ملاحظة 04.11: نلفت انتباه القارىء إلى أن القياس المؤشّر يتمتع 
ببعض خواص القياسات الموجبة ومنها مبرهنة التقارب المرجّح بينما 
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يفقد خواصا أخرى كخاصيّة الرتابة» أي DÀ‏ الاحتواء ACB‏ لا يستلزم 
بالضرورة .v(A)<v(B) Ol‏ بالفعل» لتكن Cy A‏ مجموعتين 
منفصلتين قابلتين للقياس v(A)>0 cux‏ و17)6(>0. بوضع 
B= uC‏ نجد أنَ ACB‏ غير .v(B)ev(A)«v(c)«v(A) ti‏ 
يمكن للقارىء أن يبيّن أن القياس المؤشتر v‏ رتيب إذا وإذا فقط كان 
قياسًا موجبًا. 

قضية 05.11: ليكن y‏ قیاسا مؤشرًا على Mais .٤‏ 


۰7 )۸(| > وم > |(۲)8| فان مه‎ ACB الاحتواء‎ A,BeZ حقق‎ ly (i 
{En} ریم‎ C E من أجل كل متتالية متزايدة‎ lim «(&)-( Ü 3 ب(‎ 
no n=1 


{En} ویر‎ CE من أجل كل متتالية متناقصة‎ « lim v(&)- n J (c 
5 noo 


n-1 


مع فرض وجود مؤشر nQ21‏ بحيث «|) (E,‏ 


إثبات: أ) B=AU(B\A) Wal‏ » ومنه 

(*) -v(B)=v(A)+v(B\A) 
v(BVA) أو‎ v(A) العنصرين‎ asd كان‎ 13) -|v(8) «o Qj نفرض‎ 
«[v(B)|- 6 غير منته» أي‎ v(A)*v(BVA) غير منته فان المقدار‎ 
-|v(A)| > وهذا تناقضء إذن هه‎ 
منتهيًا فیمکننا نقله إلى‎ v(A) تجدر الإشارة إلى 4 عندما يكون‎ 
الطرف الثاني للمعادلة (*) لنحصل على‎ 

(**) — -v(B\A)=v(B)—v(A) 
,ع نحصل على متتالية ذات‎ SEL E = ب) بوضع ...,2,3 4,12 | ,ع‎ 
عناصر منفصلة مثنى مثنى وقابلة للقياس بحيث‎ 

ÜE; - 06 


i-1 i-1 
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وعليه فان 


A Ün)-z«€- lim Y. v(5) 


i21 n9 1-4 





۳ 


T 

LES 

و 

ERa F 
8 


= lim (05]- m lim n v(E, ) 
محم‎ Vi 


(c‏ بوضع ‘Fn = En, \Eng+n‏ من أجل «n21 Us‏ نحصل على متتالية 
متزايدة Msc‏ 


بملاحظة أن 
oo‏ 

۰۲۱ Engen = ns, CE, و‎ (Vn21) «E, in C En, 

n=1 


وبتطبيق الخاصية ب) نحصل بفضل العلاقة )**( على 


(85) "(05 Veen) اه[‎ En ons] 


n=1 


5 (5. )- Â Ensa = Jim v(F,) 


= lim v(En, \Eng+n) = v(En, )- lim v(En) 


n>o 


oo oo 
B. lim »)6,( - ( 0 ys Je N a ومنه‎ 
no n=1 n=1 


تعريف 106.11 نقول عن قياس مؤشر ۲ على E‏ إته منته إذا كان 
0+ > |(ع) «|v‏ كما نقول عنه إنه -منته إذا وجدت C E‏ ری {Eq}‏ بحيث 


.(Vn21) ۰۳)۶,(| > + و‎ E= UE, 
n=1 


تعريف 07.11: نسمّي قياسا مركبًا کل دالة y:X— C‏ تحقق الخواص 
التالية: 


-v(2)20 (i 


ب( o (Us - z v(E,)‏ أجل Us‏ متتالية {En} ,cE‏ ذات 
z n=1 n=1‏ 
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oo 
. ۳ |(مع)‎ > 


Jta‏ 08.11: إذا كان v,‏ و v,‏ قياسين مؤشرين منتهيين على XE‏ فان 
tiv,‏ رما - ما قياس مرکب» j Cus‏ العدد المرگب التخيّلي. 


مثال 09.11: لتكن C.‏ ج ع : كر دالة قابلة للقياس» عندئذ الدالة 
vs LOC‏ المعرفة ب 
«(VAeX) «v(A)- ] fdu‏ 
قياس مركب على < مع الملاحظة آن 
«v(A)= [,Re(f)du- i f, Sm(f)du‏ 
uam vA)‏ 


حيث يمثل V,‏ و vz‏ قياسين مؤشرين. 


2- تفكيك هقان 


نود في هذا المقطع إثبات تفكيك هان [Hahn]‏ الخاص بتجزئة 
المجموعة E‏ إلى مجموعتين الأولى قياس مجموعاتها الجزئية موجبة 
والثانية قياس مجموعاتها الجزئية سالبة. لهذا نحتاج إلى مفهوم 
المجموعة الموجبة والمجموعة السالبة وفق قياس مؤشر معيّن. 


.(E,E) على‎ Ios GL 7۲ لیکن‎ 


تعريف 10.11: نقول عن مجموعة FED‏ انها موجبة وفق القياس المؤشر ۲۷ 
إذا كان 0 < V (A)‏ لکل مجموعة جزئيّة ACF‏ كما نقول عن FEE‏ إتها 
سالبة وفق ۷ إذا كانت موجبة وفق القياس الموشر (-v)‏ أي أن 
JI (0‏ مجموعة LACE Aij‏ 





(1934-1879) [Hans Hahn] فان‎ ji )' 
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توطئة 11.11: لتكن {An} cx‏ إذا كانت JS‏ المجموعات A,‏ موجبة 
ule)‏ الترتيب» سالبة) وفق ۷ فان المجموعة A= U A,‏ موجبة (على 


n=1 2‏ 
الترتیب» سالبة) وفق nA‏ 


إثبات: نفرض أن US‏ المجموعات A,‏ موجبة وفق /ا. توجد بمقتضی 
مبرهنة الفصل متتالية ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى C=‏ ور {Bn}‏ 


oo oo 
-A-UA,-U B, s«(Vn2.1) <B, A, تحقق‎ 


n=1 n=1 
9o 4 
Xue «C= Y(COB,) بما أن‎ «A لتكن © مجموعة جزئيّة من‎ 
n-1 
oo 
۰)۷8<1( م۰668‎ CA, من الاحتواء‎ .v(C)2 Xv(C^B,) 


n-1 


A scl -v(C)20 ومنه‎ «(Vn21) ۰۷)668,(<0 على‎ dax 
نحصل بنفس الكيفية على الشطر الثاني‎ .y مجموعة موجبة وفق‎ 
للتوطئة.8‎ 


توطئة 12.11: لتكن AEE‏ بحيث Maie .0 > v(A) «oo.‏ توجد مجموعة 
موجبة BEE‏ بحيث BCA‏ و0 < (1/)8. 


إثبات: لدينا V's‏ بمقتضى القضيّة 05.11 م+ > |(۳)6 .CcA US‏ 
بوضع 
n= inf(neN' :IC1 CA, 6 eX, v(c,)<-4}‏ 
نرى Ol‏ رم موجود Vy‏ صارت المجموعة dus ja A‏ وبالتالي US‏ 
مجموعة جزئية منها تحقق الخاصصية المطلوبة. لدينا من جهة آخری 
«v(AVC4)2 vCXKA) - v(6,)» 0‏ 
إذا فرضنا أن ,۸۱6 لا تقبل مجموعة جزئيّة ذات قياس سالب» فان 
AIC,‏ هي المجموعة المطلوبةء Yy‏ نضع 
CA\C,, C5 eZ, v(c,)<-4}‏ و236 : “nz =inf{neN*‏ 

لدينا 
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v(AW(c,uc2))-v(4)-v(c:)-v(c2)» 0‏ 
نستمر على هذا النحو إلى غاية تعدّر وجود عدد منته p,‏ فنأخذ Maie‏ 
امم مع الملاحظة Us -v(B)»0 cj‏ في حالة وجود عدد 
i=1‏ 
غير منته من my‏ فنضع 10م -8. لدینا v(B)>0‏ والاً وجدنا 
i-1‏ 
v(4)» Z v(c;)«o‏ وهذا تناقض. 
d ais v(4)-v(8)« E v(c,)» 0 Jb quud du‏ 


oo oo 
السلسلة ى < متقاربة. يمكننا إذن‎ Qj م-۷)6,(۶ ۰2 وبالتالي‎ 
= i-1 

اختيار ko‏ كبيرا بالقدر الكافي بحيث 2< ,۰ من أجل US‏ م/</. 
لتكن الآن Ded‏ و ۰08 نرى من خلال تعريف المجموعة Ol B‏ 


k 
C, 5 My في الأخيرء نستنتج من تعريف‎ .6< kg UI DC AUC; 
i-1 





«v(D)20 o3 -.v(D)2-‏ ومن ثم 


1 a 
Pe) ny, 39 أن‎ 


نحن الآن بصدد تقديم وإثبات مبرهنة هان الخاصة بتجزئة المجموعة E‏ 
إلى مجموعتين جزئيتين قابتلين للقياس إحداهما موجبة والآخرة سالبق 
ولهذا نستعمل المصطلح تفکیك" Yar (decomposition)‏ من "التجزئة" 
(partition)‏ التي لها مدلول آخر. 


مبرهنة 13.11 [تفكيك هان]: تقبل المجموعة E‏ تفكيكا يتكون من مجموعتين 
جزئتين قابلتين للقياس ومنفصلتين إحداهما موجبة والآخرة سالبة. 


إثبات: نفرض أن القياس المؤشر vo‏ يأخذ قيمه في [-co, roof‏ (في حالة 
أخذه لقيم في [-٥,+٥[‏ فنعتبر حينئذ (-v)‏ بدلا من (v.‏ 
= 
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-a2sup(v(A): AeZ, ACE, موجبة‎ A} 
متتالية من المجموعات الموجبة‎ {Ap}; فورا 0 < . لتكن‎ Gal 


بحیث » limv(A,)-‏ . نستنتج من التوطنة 11.11 A- Ü ۸ CÍ‏ 
k=1 ko‏ 
هي بدورها موجبة. 
واضح من خلال الخاصّية ب) للقضيّة 05.11 (ومن کون A‏ و ۵ 
k=1,2,...‏ مجموعات موجبة) Cl‏ 

«v(A)- lim (0 ^P: lim v(A,)-a 

k-1 no‏ \ مجم 

وبالتالي فان a2 v(A) DY v(A)- a‏ حسب تعريف ». 
من جهة آخری» إن المجموعة ۸۶ -8 سالبة. بالتأكيد» لنفرض Yas‏ 
وجود Fed‏ بحيث FCB‏ و y(F)«o Uu .v(F)»0‏ حسب 
تعريف القياس ۶ مما يسمح W‏ بتطبيق التوطنة 12.11 للحصول على 
مجموعة موجبة CCF‏ بحيث .0«v(C)«o‏ إذن CUA‏ هي 
بدورها مجموعة موجبة تحقق ه<(6018)اء وهذا يتناقض مع 
تعريف Bea‏ 


ملاحظة 14.11: نشير إلى Dj‏ تفكيك هان ليس وحيدا. بالفعل» إذا كان 
(A,B)‏ تفكيگا A Cus (EL‏ مجموعة موجبة و8 مجموعة «Ala‏ 
و ۰62 بحیث «v(C)20‏ فان (AUC,B\C)‏ هو كذلك تفكيك 
LEID‏ يمكننا إضافة إلى ۸ أية مجموعة C‏ ذات مجموعات جزئية 
Alage—v‏ 

في الواقع» US Shy‏ زوج (ALB'‏ من المجموعات القابلة للقياس 
تفكيك هان لع إذا تحقق الاستلزام التالي: 


('848)ن ('هدم)ء ۰6 حیث CEE‏ يستلزم .v(C)=0 tj‏ 


مبرهنة 15.11: ليكن (A,,B;). (A1,B1)‏ تفكيكي هان (ELM‏ عندئذ 
A) - )B ^ A;)‏ ح 8)ءا و «v(Br B4) -v(Br B5)‏ من أجل dS‏ 
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.BeXx 


(BOA, و8‎ CA, GY v(BnA,0B;)20 إثبات: لدینا‎ 
نستنتج فورا آن‎ CEMA, By cB, GY ۷8۸, OB) <0 و‎ 
ومنه‎ ¢ V(BOA,OB,)=0 


V(BOA,)=V(BOA,NE)=V(BO A, ^ (A? 082))‏ 
=V(BOA,NA2)+V(BOA,OB2)‏ 
Az)‏ يقح 8 )را - 
وبنفس الكيفية نحصل على «v(BnA;)2v(Bn A; ^ Aj)‏ 
وبالتالي Aj) - v(Br Az)‏ 0 8)/ا. نبيّن العلاقة المتبقية بنفس 
الطريقة. 8 


3- تفکیک جوردان 


ail‏ فككنا فيما سبق ۶ إلى مجموعتين جزئيتين منفصلتين قابلتين للقياس 
إحداهما موجبة والثانية سالبة. من المعلوم أن فرق قياسين موجبين IJ)‏ 
كان أحدهما منتهيًا) هو قياس مؤشرء والسؤال الطبيعي الذي قد يطرحه 
US‏ قارئ هو: هل باستطاعتنا كتابة US‏ قياس مؤشر على هذا الشكل؟ 
والجواب عن هذا التساؤل تحمله مبرهنة جوردان لتفكيك قياس مؤشر 
التي سوف نتطرق إليها لاحقا. 
ليكن ‏ قیاسّا مؤشرًا على (E,Z)‏ 
تعريف 16.11: ليكن (A,B)‏ تفكيك هان ل 6 . نسمّي تغيّرًا موجبًا ( سالبًاء 
cols‏ على الترتیب) للقياس 1 الدالة 

v* :x + [0,4]‏ ([مه+,0] ج 2 : نل [مه+,0] ج : إبر|ء على 
الترتيب) المعرفة ب «v^ (C)=-v(BNC)) v* (C) »v(An c)‏ 
«dv|((c) 2 v* (C) v (€)‏ على الترتيب)» (YCEE)‏ 


ملاحظة 17.11: (i‏ لاحظ v^ evt Cb‏ وا قياسات موجبة على OE‏ 


414 — النظرية العامة للقياس والمكاملة 


ب) بما آن A‏ و8 منفصلتان» فان 

«(vCeZ) «v(c)2v(Anc)*v(BnC)-v*(c)-v (cC) 
-V تسمّى هذه الكتابة بتفكيك جوردان للقياس المؤشر‎ 
ج) لدينا‎ 

(B)-v(BnA)20--v(BnA)-v (A)‏ أن 

وهذا ما يقودنا إلى التعريف التالي: 
تعريف 18.11: نقول عن قياسين Vg‏ و را إتهما شاذان تناظریا أو أجنبيان إذا 
جد تفكيك (A,B)‏ ل E‏ بحيث -|v,|(A)=|v2|(B)=0‏ 
نرمز لهذه الخاصية ب v2‏ ل و۷ . 
ملاحظة 19.11: لدينا من أجل US‏ قياس مؤشر y‏ الخاصية evt Lv‏ 
ونرى من التعريف 18.11 Ol‏ و۷ 1 رب إذا وإذا فقط كان ,۷ 1 و۷. 
مثال 20.11: نعتبر على الفضاء القابل للقياس (R,B(R))‏ القياسين m‏ 
(قياس لوبيغ) وقياس ديراك وق عند 0= x9‏ المعرف ب 


-(VAe B(R)) ala] 


1, 0 ۸ 
0, 0 ۰۸ 


من السهل التأكد من C‏ م6 ل ٠:7‏ 


مثال 21.11: نعتبر على الفضاء القابل للقیاس (R,B(R))‏ القياسين m‏ 
(قیاس لوبيغ) والقیاس ۷ المعرف کالاتي: 

cv(A) = 60۲0 )۸2(‏ إذا كانت ANZ‏ منتهية» و I3 cv(A) 2o‏ 
كانت ANZ‏ غير منتهية» Z)‏ مجموعة الأعداد الصحیحف). 

لدینا m(z)-o‏ و «v(z*)-0‏ أي أن mlv‏ 


مثال 22.11: نعتبر على الفضاء القابل للقیاس (R,B(R))‏ القیاسین u‏ 
و ۷ المعرفین ب 
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ang) قيس‎ m) (4) - m0] o 4) 
-(VAe B(R)) «v(A)- ano, dm 
-ulv و 0-([0,-[)۷ ومنه‎ u(]0,[) 2 0. tl 


مبرهنة 23.11 [تفكيك جوردان]: ليكن ۷ Val‏ مؤشرًا على .(E,Z)‏ يوجد 
dus‏ وحيد ل cy‏ ۷ - زح cy‏ حيث v*‏ و v^‏ قياسان موجبان شاذان 


إثبات: ليكن (A,B)‏ تفكيك هان ل ع . لقد رأينا أعلاه cj‏ الدالتين vt‏ 
و v^‏ المعرفتين ب 

(#) (YCEE) «v (C)=-v(BNC) كن‎ (C) 2»v(Anc) 
evt 1۷  ثيحب قياسان موجبان‎ 
(4, À) يبقى فقط إثبات وحدانية هذا التفكيك. لنفرض وجود تفكيك آخر‎ 
-A(A)= و 2 مر . لدینا إذن 0 - (8)م‎ v2 -ير‎ A بحيث‎ «v ل‎ 
قابل للقياسء» عندئذ‎ CCA لیکن‎ 

0<(ع)س-(ء)ة- )سد )ته 
ومنه A‏ مجموعة موجبة. لدينا من جهة آخری» من أجل US‏ مجموعة 
جزئية AUG‏ للقياس DCB‏ ما يلي 
v(B) - 4(B)- A(B) - -A(B) <0‏ 
ومنه 8 مجموعة سالبة. 
لدينا Cex US‏ ما يلي 
»v(C A)» v* (C)‏ زممع)ن u(C)»‏ 
و (6) A(C)=A(COB)=-v(COB)=Vv‏ 

وهکذا فان US‏ تفكيك ل« له نفس الصيغة المعطاة في التعریف 
16.11 
نفرض الان (AB) c‏ و (A',B")‏ تفكيكان هان «E‏ ۸ - يبر =۷ 
(وفق ("۸,8)) و ر2 - وم v=‏ (وفق ("۸۳,8)). نستنتج من المبرهنة 
cj 15.11‏ 





YCEE «v(CNB')=v(CNB") و‎ v(CcnA)-v(cnA") 
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وهذا يعني Ol‏ ر2 - ی 3 وم = و ومنه وحدانية MASS‏ 


مثال 24.11: ليكن (E,Z,u)‏ فضاء قياس و f:E>R‏ دالة قابلة 
للقياس بحيث [f'duco‏ أو f duco‏ . نعرف القياس المؤشر 
(YCE?) «v(c)- Cfdu‏ لدینا 


cvi(c)= Llflau و‎ v )6(> Gf du «v^ )6(- (fap 
.(VCeX) 


بتعريف المجموعتين ]20 A- (x: f(x)‏ و46 B-‏ نحصل على 
تفكيك هان (A,B)‏ لع وعلی تفكيك جوردان (v.v)‏ للقياس ۷. 
ملاحظة 25.11: بالإضافة إلى وحدانية تفكيك جوردان (v*,v7)‏ فان هذا 
الأخير ليس مرتبطا بتفكيك هان المرفق بالقياس المؤثتر ۷. 
ملاحظة 26.11: إذا كان القياس v‏ منتهيًا فان 
v*=4(|vl+v)‏ و(2)۳-۷< v‏ 
وإذا كان v‏ قیاسا US yo‏ فان 
(C) ivz (C)- ivz (C)‏ يز ) «(vCeX) «v(C)=v7‏ 

سنحصل بفضل القضيّة التالية على صيغة للتغيّر الكلي لقياس مؤثتر 
شبيهة بتعريف التغيّر الكلي عند الدوال ألا وهي: 
قضية 27.11: لدينا من أجل كل CEE‏ 

n n 

CE,‏ مب sup] Eve); U c, = CAC}‏ -(6)|ما. 
Fi k=1‏ 


{c,}"_,}‏ (منفصلة مثنى مثنى) 


إثبات: نرمز ب . © للطرف الأيمن من المساواة السابقة. لدينا بالتعريف 
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© > إ(ع ص 8 )سرع إ(ع \yl(C)=v* (c)+v (6)2 |v(an‏ 
«(VCeX)‏ 
حيث (A,B)‏ تفكيك هان ل6. من جهة أخرىء إذا كان «Dept‏ 
k=1‏ 
ع {C,}?‏ ذات عناصر منفصلة مثنى مثنی» فان 

۳ G)-v (e) 
(v^ (e) +v 5 


= 2 M(e)- Mc 


n n 
PAC E 





< 


x > 
IMs 1 


وبأخذ الحد الأعلى على {Cy}? , CZ‏ نحصل على المتباينة العكسيّة 
co > |/|)©(‏ ومنه المساواة المطلوبة.8 


ملاحظة 28.11: نشير إلى أن التغيّر الكلي |7| هو قياس موجب على 
(,6). من جهة أخرىء لا يمكن استعمال التعريف 16.11 لتعريف 
التغيّر AS‏ لقياس مركب v‏ بل نستعمل الحالة المركبة للمساواة 
المذكورة في القضيّة 27.11 مع مراعاة تفكيك جوردان ل« المذكور في 
الملاحظة 26.11. 


تعريف 29.11: لیکن بر و ۷ قياسين مؤشرين على (2,ع). نقول عن ۷ 4j‏ 
مطلق الاتصال بالنسبة إلى ر إذا صح الاستلزام التالي: 
|u|(A)=0) >v(A)=0‏ رات ۸). 
نشير لهذه الخاصية à‏ ب >> ۷. 
نقول عن H‏ و« إتهما متکافئان إذا حققا ير >>۷ و ۷ >> بر. 


یمکننا التعبیر على الاتصال المطلق لقیاسین موشترین باستعمال 
الرمزین م وى كما هو الشأن في مبرهنة الاتصال المطلق لتکامل 
aug)‏ (المبرهنة 41.6(- 
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قضية 30.11: OS!‏ بر و ۷ قياسين مؤشرين. نفرض أن من أجل كل 0 < ع 
یوجد 0< 6 بحيث 


u(c)|« ô) 


.۷ >> u Me 


Jvc) > يستلزم أن ع‎ (vcez, 





إثبات: من أجل say £-1 US‏ 0< ,5 بحيث (Cex, |u(C)|<6,)‏ 
يستلزم Ui‏ 4>(©)|/|. لتكن CEE‏ بحيث 0-(۸|)6|» عندئذ 
,5 >0 -(6)إلراء وبالتالي .1« (1)6|. نستخلص من کون n‏ 


9.7 >> إذن بر‎ -|v((c)-0 ti Goss! 





على العموم القضيّة العكسية غير صحيحة كما یئضتح في المثال التالي: 


مثال 31.11: لیکن ر قياس العد على ((*8,9)5). تغرف de‏ 
(v, (v)‏ القياس الموجب بر ب ۸21۷ Xd,‏ =(4)ء 
مع مراعاة الاصطلاح 2-0 < . i‏ 

برض lal Quai‏ للتعریف الی خا 

Cun 8<0 يوجد‎ £20 US gj Go نفرض من جهة‎ 
سلسلة‎ E Q ly .u(A)«s يستلزم‎ (AcE, u(A)<d) 


n-1n 


متقاربة فإته يوجد Cus N21‏ > 2 . من الواضح O‏ 
المجموعة [...,1+ لا,لا] -4 تحقق ۸(>5) kin‏ م+ -(ه) 


وهذا تناقض. 


ملاحظة 32.11: علينا توخي الحذر عند استعمال مفهوم الاتصال المطلق 
حيث ينص التعريف على 4d‏ إذا انعدم التغيّر AS‏ || من أجل 


مجموعة جزئية AL‏ للقياس ۸ فان 0 «v(A)-‏ غير Gl‏ انعدام بر من 
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أجل مجموعة جزئية قابلة للقياس 4 لا يستلزم على العموم OF‏ 
v(A)-0‏ كما يتبّن في المتال التالي: 


نعرق على الفضاء ([0,2],B([0,2]))‏ القياسين المژشرین 
2m(An[0,1]) - m(A)‏ د رهام و «v(A)= f,xdm‏ 

«(Ac B([0,2]))‏ حيث m‏ قياس لوبيغ. 
من السهل التأكد من أنّ بم >> /اء غير u(4)20 Gl‏ لا يستلزم 
بالضرورة cv(A)- 0 C‏ خذ على سبيل المثال cA-[0,2]‏ لدینا 

.v(A)= Pxdx=2%0 بينما‎ (A) =0 


تضمن القضيّة التالية تكافؤ قياسين مؤشّرين عندما يكون y‏ منتهيّاء 
لدينا 


قضية 33.11: لیکن بر و1 قياسين مؤشرين بحيث ۷ منته و ير >> ۰۷ 
Mae‏ بر و ۷ يحققان ما يلي: 
لكل 0 ٤<‏ بوجد 020 بحیث (6 > (۸<,|۸|)۸) یستلزم ء > (۷|)۸|. 


إثبات: سوف نستدل بالتناقض. لنفرض العکس أي 43 یوجد 0< بحيث 
من أجل n21 US‏ يوجد Cus; E, ٤<‏ جر > (مع)انراء ols‏ 
.|v|(E_)>#‏ عندئذ» lim |p|(E,)=0‏ . 
no‏ 

نعرّف الان 

oo =e oo 

.A= N A, = limE, و‎ An = UE, 

n=1 مج‎ k=n 
هذه الأخيرة‎ Gls {An} ویر‎ C29 ۸٤< Oh من السهل التحقق من‎ 
متتالية متناقصة. لدينا كذلك‎ 


كلع )اس È‏ >(,۸)ا۰ (تدممء 





1 
20-1 





وهذا يقتضي أن یکون 4(=0)|ء|. علاوة على هذا فان |v|‏ منته لكون 
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v‏ منتهيًا. إذن 
«i (A) = lim v1(Ap) = fim v|(E,) > 2‏ 


وهذا يتناقض مع الفرضيّة ير >> .طا 


4- مبرهنة رادون-نيكوديم 


لقد رأينا من قبل كيف نعرف قیاسّا موجبًا على (ب,<,ع) باستعمال أي 
دالة موجبة وقابلة للقياس وذلك بوضع -(AeX) «v(A)- f, fdu‏ 
Lay‏ كذلك u(A)=0 Ti‏ يستلزم «v(A)20 tj‏ أي أن -v««u‏ 
من الإنشغالات الرئيسة التي سنهتم بها في هذا المقطع هي الإجابة 
على السؤال التالي: متى يُكتب قياس مؤشّر 7 على الشكل 

«(AeZ) ev(4)- [fdu 
ff من أجل دالة معيّنة قابلة للقياس‎ 


سنری لاحقا أنّ الشرط الكافي لصحة هذه التعبير هو الائصال 
المطلق للقياس y‏ كما سيتضح من خلال مبرهنة رادون2- نيكوديمة 
[Radon-Nikodym]‏ 35.11. 


تنص مبرهنة رادون- نيكوديم التالية والتي نحن بصدد تقديمها وإثباتها 
على أنه إذا كان v‏ و بر قياسين -منتهیین بحيث يكون الأول مطلق 
الاتصال بالنسبة إلى الثاني» عندئذ يكتب القياس y‏ كتكامل لدالة قابلة 
للقياس fF‏ وفق القياس بر. نذكر أن لهذه المبرهنة Aiaj‏ بالغة في 
الرياضيات المالية والعديد من التظريّات الأخرى. 

سوف نتبّت S jj‏ هذه المبرهنة من أجل قياسات موجبة منتهية» لدينا 


(1956-1887) [Johann Karl August Radon] جوقان اوغيست رادون‎ (7 
(1974-1887) [Otton Marcin Nikodym] اوطون مارسن نيكوديم‎ Û 
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مبرهنة 34.11 [ رادون - نیکودیم]: لیکن بر و ۷ قياسين موجبین ومنتهیین على 
(E,X)‏ بحيث بر >> ۷. Maie‏ توجد Ala‏ قابلة للقياس» منتهية» موجبة 
ووحيدة تقريبًا حیثما كانت f‏ تحقق 

-(WAex) «v(A)= f fdu 


إثبات: OS‏ /7 مجموعة US‏ الدوال الموجبة القابلة للقياس f‏ التي 
تحقق (۵)«>مهررل Y AcE US‏ المجموعة H‏ غير خالية 
.fE0EH v‏ 

نضع sup} |, fdu: f EH}‏ ۰۸۷ نعتبر المتتالية CH‏ ود MO‏ التي 
تحقق lim feda M‏ ۰ وليكن max( fr fof)‏ = وو (لاحظ آن 
المتتالية {g,} s,‏ متزايدة). تقبل US‏ مجموعة جزئية ACE‏ تجزئة 
{A}? , ><‏ بحيث 7f,‏ ,و على US‏ 4« (1,...08 -1). بالتأكيد» 
لنستدل بالاستقراء على  cABy n‏ هذه الخاصتية. ليكن 
gy =max( fa, f2)‏ نضع 

. وم‎ 2 AM و‎ A,= [xe A: fı(x)> fy(x)} 

من الواضح -O G‏ ,۸ ۰۸ وق نارق <۸ و fj‏ - رو على رش 
.i-12‏ نفرض OY!‏ أن القضية صحيحة من أجل «n‏ وليكن 
«gy =mMax(In, fna)‏ حيث g,-f,‏ على «A‏ من أجل 


n 
و م418 - يبرق نستنتج مما سبق‎ Bp = UA; بوضع‎ -i=1,2,..,n 
]-1 


(أي من أجل ul (n=2‏ م9- يبم9 على Bn‏ و يبور = يبنو على 
: 1 ون , 
CE OF ۰. 1‏ (,۸] تجزئة ل۰4 ولدينا f;‏ يب,و على ‘Ay‏ 
من أجل -i=1,...,nt+1‏ 
لندرس الآن المتتالية وي,[م9) ٠‏ لدينا 
n n‏ 7 
[adu X j,andu- X. [, fidus E v(A)-v(A)‏ 
-(Vn2 1)‏ 
بوضع limg,-g‏ نحصل بفضل مبرهنة التقارب الرتيب على 


n—oo 
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» lim [,9ndu= مهو‎ 


وبالتالي فان .fgdusv(A)‏ إذن 7 9 ومن تعريف M‏ نجد 
> . نرى من جهة أخرىء من تعريف المتتالية {fang‏ 
ولدالة و» UIA‏ 0<ء توجد f,eH‏ بحیث fdu»M-se‏ . 
Lgdu» M-e o3‏ وبالتالي ۵۷وی . 
v Ol Ly‏ قياس منته و [gdusv(E)‏ فان و قابلة ALIAM‏ ومن ثم 
فائه منته تقريبًا آینما کان. لتکن Allo f GY!‏ موجبة» منتهية AL,‏ 
للقیاس بحیث و-۰۶ di-yu‏ نرید اثبات أن 4یا -(۰۷)۸ OS‏ 
4 . من الواضح أنّ 
.(VAeZ) «f, fdu- [gd > v(A)‏ 
لنفرض وجود Fed‏ بحيث fdu<v(F)‏ . لیکن £20 بحیث 
[-fdute<v(F)‏ د Li‏ عندئذ e e)duev(F)‏ 
لننظر الآن إلى مره("8+/),] v'(A)=v(A)-‏ كقياس مؤثتر على 
8 . لدينا فور 0 <(۷')۴. 
توجد إذن بمقتضى التوطئة 12.11 مجموعة موجبة CCF CEE‏ 
بحيث 0 .v'(c)»‏ لاحظ OY u(c)»0 c‏ 4 >> ۷. 
لیکن عبر "۶ + f‏ -5ء لدينا 4٤2 US‏ ما يلي: 
[,hdu- [, (f 6 )du* f, e fdusv(ANc)+ f e fdu‏ 
«v(Anc)«v(Anc*)-v(4)‏ 
ومنه ۰۸624 لدينا من ناحية أخرى 
[hdu- f fdu+ Le'dut[. fdu‏ 
j fdute'u(C)> f fdu=M‏ = 
وهذا يتناقض مع تعريف -M‏ إذن -AeE USIc[ fdu-v(A)‏ 


بيان وحدانيّة الدالة Df‏ 


نفرض وجود دالة ثانية قابلة للقياس وموجبة 9 تحقق 
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cf .gdu-v(A)‏ لكل اعم 
US cf (g-f)du=0 Xx‏ ع4. ‘fag D logia‏ 
cai‏ وهو المطلوب.0 


هذه الآن الصيغة ال »-منتهية لمبرهنة رادون - نيكوديم: 


مبرهنة 35.11 ] رادون - نيكوديم]: لیکن بر و ۷ قياسين مؤشرين --منتهیین 
على (E,E)‏ بحيث >> /ا. عندئذ توجد دالة قابلة للقياس f‏ وحيدة تقريبًا 


Gia.‏ كانت بحيث 
fdu‏ | - (ماس (VAeZ)‏ 
إثبات: لنفرض أولاً أنّ بر و v‏ قياسان موجبان --منتهیان» أي توجد 
متتاليتان CE‏ ,مء {Ent‏ بحيث E= U E,‏ و «u(E,)«o‏ 
E= UF, «(Vnz1)‏ و (Vn21) wv(F,)«o‏ بدون المس بمبدأ 
n21‏ 
التعمیم نفرض أن المتتاليتين Uii (Eu‏ ذوات عناصر 
منفصلة مثنى مثنى. لدينا (E= Ü (En Fm) O3‏ وباعادة تأشير 
n,m=1‏ 
العناصر EF,‏ نحصل على متتالية GIS {G,} CE‏ عناصر 
u(G,)«o « E= UG,‏ و -(Vk21) «v(G,)«o‏ 
توجد حم iud‏ السابقة دوال موجبة ALY‏ للقياس fe‏ بحيث 
«v(AnG,)- ane, fed‏ لكل عم. 
نعرف الدالة f‏ ب ,ویر E‏ -مر. نلاحظ فورا f Ol‏ دالة قابلة 
للقیاس» tul,‏ لكل ih dex‏ 


۰۷ )۸( - ۷/۸ ۶( - Z(G) Z, ما الوصا‎ 
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لنفرض OY!‏ أن v‏ قياس مؤشّر منته. لدينا في هذه الحالة 
vy v* Cus ۰۷-۷۲-۷۲‏ قياسان موجبان »-منتهیان. يوجد مما 
سبق دالتان fos fy‏ موجبتان» منتهيتان وقابلتان للقياس بحيث تكون 
إحداهما على الأقل قابلة للجمع وتحققان 


(VAez) «(4)» f fodu و‎ v*(A)= [yids 
(VAeZ) «v(A)= [,fdu بوضع 2-1-1 نحصل على‎ 
حیث بر‎ uut -u كان بر قیاسًا موشر! »-منتهیا فان‎ T3 
H^ و‎ u* و "بر قیاسان -منتهیان. نری من خلال التمرین 02 أن‎ 
>-منتهيين.‎ 
تفكيك هان وفق القياس بم. لدينا إذن‎ (A,B) ليكن‎ 

(Vex) سل‎ (c)--u(coB)s د () بر‎ (C.A) 
Ul و8. على الترتيب. يسمح‎ A و ۸۶ >> لا على‎ v << u* وبالتالي‎ 
و8 الحصول على دالتين قابلتين للقياس‎ A هذا بتطبيق ما تقدم على‎ 


foo fy‏ بحيث 


(VEE) «v(cnB)- kgf و‎ V(COA)= bahida" 


من الواضح آن الدالة ALU f = figa- fog‏ للقياس وتحقق 
[fdu‏ درع)س (لاء (VC‏ 


نلاحظ cj‏ الطرف الأيمن معرّف تعريفا ia‏ لكون ۶ قیاسا مؤشرًا. 
ol pal‏ من السهل التأكد من أنّ US‏ دالتين f‏ و و تحققان هذه العلاقة 
هما متساويتان "بر و /م-تأكء وبالتالي متساويتان ,م-تأك» وبهذا 
يكتمل إثبات المبر Biia‏ 

تعریف 36.11: نسمی الدالة 1 في مبرهنة رادون - نيكوديم بمشتقة 1 بالتسبة 
إلى // بمفهوم رادون - نيكوديم» ونرمز لها ب 


.dv = fdu أو‎ f= 
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هذه المشتقة وحيدة تقريبًا Uus‏ كانت» ولها خواص مشابهة للمشتقة 
العاديّة للتوال الحقيقية Gales‏ الخطيّة وخواص الإشتقاق المعروفة 
بالتسبة للقياس بم. إذا كان بر قياس لوبيغ فنسمّي f‏ بدالة الكثافة» 
وعندما يكون ير قياس العدّ على مجموعة ALU‏ للعد فنسمّي حينئذ f‏ 
بدالة 3 53 (frequency function)‏ أو دالة (mass function) xis‏ (لاحظ 
آن قياس الع على P(E)‏ يكون -منتهیا إذا ولذا فقط كانت E‏ قابلة 


ملاحظة 37.11: عمومًا الدالة f‏ ليست قابلة للمکاملة» وفي حالة محدودية 
القياس /ا و0</ تصبح f‏ قابلة للمكاملة. سوف نرى لاحقا أته لا 
يمكن Ul‏ التخلي عن فرضيّة clgii-o‏ للحصول على خلاصة 
المبرهنة. 


مثال 38.11: لیکن m‏ قياس aug)‏ على B[0,1])‏ ,]0,1[( و u‏ قياس 

الع على نفس الفضاء. بما آن ]0,1[ ليس اتحاذا SLG‏ للعد لمجموعات 
منتهية فان ,م ليس >-منتهيًا. لدينا 4,(A)20‏ فقط عندما «Az‏ 
43.5 یلا >>" . 

لنفرض Vas‏ صحة مبرهنة رادون-نبکودیم» توجد إذن دالة قابلة 
للقیاس f‏ بحیث Ae B([0,1]) US «m(A)- f, fdu,‏ . وبالخصوص 
فان «(Vae[0,1]) «0- m((a]) [a fdu. = F(a)‏ ومنه ۶<0. 
«m(A)20 o3‏ لكل «Ae B([0,1])‏ وهذا تناقض. 








مثال 39.11: نعتبر الفضاء القابل للقياس E={0,1} Cus «(E,9(E))‏ 
ونعرف على (E,9(E))‏ القياسين بر و « كالآتي 
1-((0))سء 9 ([1))س v((0))21‏ و1-(11))ت 
-u(2)- v(2) -0‏ 
لدينا إذن ير >> ما و uev‏ أي مر وما متكافئان. من الواضح أن ۷ 
قياس منته Oly‏ مم ليس قياسا »-منتهیا. لنفرض وج ود دالة قابلة 
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للقیاس f‏ تحقق 3b .Ae9(E) US «v(A)- f fdu‏ (11-م 
نجد 

۰۷ ))1((- )= fa 10 - f(1).o21 
للقياس تحقق‎ ALY دالة‎ as وهذا تناقض. كذلك من السهل التأكد أته لا‎ 
-Ae9(E) US « u(A)= f, fav 


Cus‏ المثال التالي ol‏ وحدانية مشتقة رادون - نيكوديم (تقريبًا أينما كان) 
ليست صحيحة 13 أسقطنا شرط ال - انتهاء لدى »ر . 


مثال 40.11 : لتكن E-(O,E)‏ و u‏ معرفا ب 
u(%)=0‏ و (E) 2 4o‏ - 
w Ui Lay‏ ليس ح-منتهيا وأن Alla US‏ ثابتة f-c»0‏ هب عبارة 
عن neh — easly Mita‏ ل p‏ ولبات ur‏ بالفغل» Gal‏ 
cu(2)-‏ دترفءر] -(©)/ و م+ - -V(E)= [edu - cu(E)‏ 
نشير إلى أن هذه الدوال (الثابتة) ليست متساوية „di-yu‏ 


یتضح من الأمثلة السابقة آن شرط ال انتهاء هو شرط أساسي 
لوجود ووحدانيّة مشتقة رادون -نيكوديم ومع ذلك تبقی مبرهنة رادون- 
نيكوديم صحيحة في بعض الحالات عندما یکون القیاسان بر و ۷ غير 
>-منتهيين و f‏ تأخذ قیمها في LR‏ هذا ما سنکتشفه في المثال الاتي. 


مثال 41.11: لیکن بم قياس العد على B[0,1])‏ ,]0,1[( و v‏ معرقا 
كالاتي: 

-@# Ac B([0,1]) «v(A)=+0 و‎ v(2)-0 
.۷ >> ,یم وما ليسا ح-منتهيين ولدينا يبر‎ Ol من السهل التأكد من‎ 
Me بالتسبة ل‎ y تمثل مشتقة رادون -نيكوديم ل‎ foo Cj Lay 


ملاحظة 42.11: C)‏ كتابة y‏ كتكامل لدالة قابلة للقياس f‏ بالتسبة للقیاس 
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ر هي حالة Gols‏ للمتطابقة بر هوي = 907 gel (E) OS‏ 
(راجع التمرین 12 من الفصل السادس) 


aug) تفكيك‎ -5 


سوف نتطرق في هذا المقطع إلى تفكيك dug)‏ الذي يقر بإمكانية تطبیق 
مبرهنة رادون - نيكوديم على "جزء" من قياس مؤشّر ۷ في حالة عدم 
توقر الشرط ير >> ۰۷ 


مبرهنة 43.11 [تفكيك لوبيغ]: لیکن pp‏ قیاسنا Gaga‏ -منتهیّا على (E,Z)‏ 
و ۷ قياسا مؤشرًا 0-منتهيًا. یوجد زوج وحيد متکوّن من قیاسین مؤشرين 
(viv)‏ بحيث 


۷+ ولاح با مع ۸ >> V4‏ و ۸ 1 -Va‏ 


إثبات: نفرض y cj) V‏ قياس موجب و -منته» uy QM‏ قياس 
منته UV ily‏ >> /. توجد cuum‏ مبرهنة رادون - نيكوديم دالة 
موجبة وقابلة للقیاس f‏ تحقق 0۷زا US «u(A)= f, fdu-‏ <ع۸. 
نعرف المجموعتین 
«Bz(x:f(x)»0) «A-(x:f(x)-0]‏ 
والقياسين الموجبين 
vı(C)=v(CAB)‏ و (6(<۷)66۸۵) ۰۷ -(VCeX)‏ 


بما E=AUB tj‏ مع ۸88-0 عندئذ .vsv,+v,‏ لدينا 
كذلك 

‘¥2(B)=V(BNA)=v(@)=05 u(A)= f,fdu- f, fdv=0 
بحيث‎ CeX بر >> و . ليكن‎ Ul لنثبت الآن‎ y 1 ومنه ب‎ 
عندئذ‎ «u(c)-0 


«u(CB)*-v(cnB)-0 و‎ Ls fdu- |, fdv-0 
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نستنتج فورا أن 0-(۷)6(<۲)68. 


إثبات وحدانيّة التفكيك: نفرض وجود تفکیکین و + م2 - ۷+۷ - ۷ 
بحيث 


-A2 LH 9 و۷‎ LH بر >> يلء‎ ۰۷ >> 4 
jun DEL و‎ v2(c*)=0 و‎ u(C)20 à CeX لیکن‎ 


«Sez US و0-[22)06. لدينا من أجل‎ u(D)- 
v2 (S)=v2(s^(CuD))+ v2 (s^ (copy) 
Qi مع التذكير‎ 
و بر >> ی‎ V1<< بر‎ «So(CcoD)cCuD 
وبالتالي‎ «u(so(coD))s0 على‎ dax Lili 
vi(So(coD))- -((صدع)م و)ية‎ 
إذن‎ 
-((صدع)م و)ءها- ((مدع)م داس‎ A(se(cop)) 
vi(se(ctow))s v2(C°)=0 مع العلم‎ 
Ol نرى مما سبق‎ As(so(c*oo*))-o لدينا كذلك‎ 
vas) eo (so م2 [(“مدء)هد)مة+((صد»)‎ (5) 


-SEE US cv, (S)  A,(S) ولدينا من جهة آخری‎ «Sex US 
نحصل على نفس النتيجة في الحالة العامّة عندما يكون 7 قیاسا مؤشرًا‎ 
>-منتهيا وذلك باستعمال التفكيك ۷- ۷-۷۳ وهو المطلوب.8‎ 


ترمیز : يُرمز في بعض المؤلفات لتفكيك dug)‏ للقياس V‏ ب (va, v.)‏ 


۸ القياس مطلق الاتصال بالنسبة إلى‎ (v, Gi) va Jie cus 
(أي‎ v, 3 (absolutely continuous حرف من‎ Jj هو‎ a (المؤشر‎ 
حرف من‎ Jd هو‎ s (المؤشر‎ py مع‎ Geu القياس الشاذ‎ (v, 
(singular 
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«V‏ فيكفي الرجوع إلى القياسات الحقيقيّة لتفكيلك الجز ء الصحیح 
والجزء التخيّلي لهذا القياس. 
مثال 45.11: لیکن F=R‏ و [م+,0] ج-2/ :نر V‏ ب 

([0,2]ههام <رم)س )£ «(YAe‏ 
و ۷ معرقا ب 

.(YAe £) د رم)س‎ m(An[1,3]) 
لدينا‎ 

«v(A)= m(Ao [1,2])  m( A^ [2,3]) 

وبوضع v, (4)2m(An[n2]‏ و v,(A)2m(An[2,3])‏ نرى 
tV, ol‏ و۷ < ۰۷ 
بما ol‏ 0-[0,21])س-([0,2]),: مع الملاحظة ان 
([[0,2[,]0,2]) تفكيك هان ل 18» عندئذ بر 1 ,۰۲ من جهة آخری» 
من السهل التأكد من Ul‏ بر >> م۰7 وعلیه فان (Vays)‏ هو ASH‏ 


يبيّن المثال التالي aS‏ لا یمکننا الاستغناء على فرضيّة ال ی انتهاء. 


Jů‏ 46.11: نعتبر قياس m fy)‏ وقیاس d‏ یم على 
([۰)]0,1[,58]0,1 مع الملاحظة Dj‏ هذا الأخير ليس geo‏ 
نفرض ان" ,لم + ول Cus cu‏ ">> مير و 1 ولر. OJ x»‏ 
تفكيك m(A)=0 Cus: [0,1] (A,B)‏ و -|u,|(B)=0‏ 


oY) Ha ({x})=0 à وبما‎ «us (b3)-o Mae (xeB لیکن‎ 
فهذا يستلزم آن‎ o(m({x})=0 
He ({X}) = 1= ns ({x}) + as ({x}) =0 


و هذا تناقض. 
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6- التکامل بالتّسبة لقياس مؤشّر أو مركب 


تعميما لتعريف التكامل بالئسبة إلى قياس موجب سوف نعرف فيما يلي 
التكامل بالتسبة إلى قياس مؤشر وكذلك التكامل بالئسبة إلى قياس 
Mm‏ 


تعريف 47.11: ليكن u‏ قیاسنا مؤشرًا و f:E— R‏ دالة حقيقيّة بحيث 
fe $ (Ez, u*)‏ و ( “نر ,رع ) e S‏ ۶. نعرف تكامل f‏ على مجموعة 
جزئية AEX‏ وفق القياس ير ب 


. مت‎ - ] fut - [yf 


(بطبيعة الحال يمكننا التخلي عن فرضية القابليّة للمكاملة f Wall gal‏ 
إذا تجتبنا حالات عدم التعيين 0676+) 


تعريف 48.11: لیکن tify‏ ردم u=‏ قياسا مرکا و f:E— R‏ دالة حقيقيّة 
بحيث fe (EZ ui)‏ و fe (EZ ui)‏ نعرف تكامل f‏ على 
مجموعة جزئية AEE‏ وفق القياس المرکب ير ب 


fuf [fus + if, fu, 


يئضح من خلال هذين التعريفين Gi‏ دراسة التكامل بالئسبة إلى قياس 
مؤثترء أو بالتسبة إلى قياس مركبء تعود أساممًا إلى دراسة القياسات 
الموجبة. من جهة أخرىء إذا كانت االدالة ۶ مركبة فيكفي كتابتها على 
الشكل وئ + ,۶ f=‏ ثم نستعمل أحد التعريفين السابقين لحساب التكامل 
وفق القياس الموشر أو المركب. 
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مسألة محلولة 
لیکن (E, £, u)‏ فضاء قياس و fe DIL(E,Z)‏ بحيث يكون التكامل 


f fdu‏ معرفا تعريفا جيّدا. 

1 أثبت أن الدالة uj: ER‏ المعرقة ب بره (A)= [f‏ رس 
«(VA EL)‏ قياس مؤشر. 

cue (2‏ المجموعات الموجبة و السالبة وفق القياس المؤشر Hg‏ . 


3( أوجد تفكيك هان للمجموعة E‏ وفق القياس المؤشر Hg‏ . 


Jur an برهن على أن‎ f e L (E, E, u) كانت‎ 13 (4 


: JAMI 


Ol ۶۵, ينتج عن تعريف التكامل‎ 1 
emin( ff’ du, kf dy) 
[a (2) n {oto} 1 و منه فان‎ 
oS . y (2)- b f'du- f du-0 o من الواضح‎ 
حسب‎ Mae ذات عناصر منفصلة مثنى مثنىء لدينا‎ (A) (CZ 


n21 
نتيجة لنظرية التقارب الرتيب:‎ 


2 U A, |= Sy af du- Sy af du 
n21 n>1 n>1 


= > f au Y lf aw 
n2. n>1 


= < La fin- > a(n) 
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وهكذا فان ,م قياس مؤشر على OE‏ 

2 نضع E* ={xeE: f(x)>0}‏ و .E ={xeE: f(x)<o}‏ 
تكون مجموعة AEE‏ موجبة بالنسبة إلى Ly‏ إذا تحققت 

»5- © عندما‎ cya paill نحصل‎ .)۷52( «0€ uj (An S) 
غ‎ 


«0< ug (ANE )= میا‎ fduso 
.ı,(ANE (-0 وبالتالي فان‎ 
۸56 )=0 عندئذ‎ «uş(ANE )=0 نفرض أن‎ dide 
وعليه فان‎ «(VSeZ) 
My (ANS) = uj (Ans E) uj (AnsoE) 


= uj (Anse E)» hosa 9۵ 20 
«Mp مجموعة موجبة بالنسبة إلى‎ A C) وهذا يثبت‎ ((VSeZ) 


إذن » الشرط اللازم والكافي لمجموعة ACE‏ كي تكون موجبة بالنسبة 
إلى up‏ هو 0=( ۸5)م. 
وبالكيقية ذلتها تكون مجموعة 822 سالبة بالنسية إلى up‏ لذا lil‏ 
فقط حققت .ı,(BNE*)=0‏ 
3 نشير I)‏ إلى C]‏ المجموعتين E*‏ و ET‏ قابلتان للقياس وتحققان: 
«E NE - «E=E* UE‏ 

و منه 0=( 0۴ -up(E‏ 
إذن المجموعة ET) E"‏ على الترتيب) موجبة (سالبة» على الترتيب) 
بالنسبة إلى القياس ممم وذلك حسب الجزء السابق» وعليه فان الزوج 
(E*,E7)‏ هو تفكيك فان للمجموعة E‏ بالنسبة إلى القياس Hy‏ 
4( لدینا 

«(vAez) «|up(A)|=|[, fauls fau (ه) رس‎ «o 
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.۶ > (EZ, u) os 
للقیاس ,بر كالاتي:‎ (ur. ur) نعرف تفكيك جوردن‎ 

(A)= a (AnE*)- fue f a= hf" du‏ خرس 

cuf (A)=-u (ADE) =~ ی‎ fdu7 f ۵ 

-(VAeZE) 
O من الوضح‎ 

Ius) hf du f dua را‎ + )ar 

= هژر‎ = yg (A) 

Jur ag D وهذا يثبت‎ (VAeZ) 


تمارين مقترحة 


{En} ریم‎ C و‎ (E,Z) مؤشرًا على فضاء قابل للقياس‎ Ld v لیکن‎ OF 
Qi ذات عناصر منفصلة مثنى مثنى. أثبت‎ 


: (us) eRe Z(E») « oo 
القضايا التالية متكافئة‎ cj أثبت‎ ide فضاء قياس‎ (E,Z,v) ليكن‎ 2 
»-منته.‎ liv (i 
قياسان »-منتهیان.‎ v ب) 7۳ و‎ 
i-o قياس‎ |۷| (e 


OF‏ وجد مثالا عن Alla‏ تحقق خاصيّة التجمیع المنتهي على جبر A‏ بحیث لا 
یوجد تفكيك هان. 
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4 نعرف v‏ على (N,9(N))‏ كالآتي v(A)2 X a,‏ حيث 
neA‏ 
CR‏ وی {an}‏ 
(i‏ أثبت أن y‏ قياس مؤشر إذا وإذا فقط كانت السلسلة ره < متقاربة مطلقا. 
n21‏ 
ب) أوجد تفكيك هان ل ۷. 
(c‏ أثبت أن هذا التفكيك وحيد إذا كان  O.‏ ,© من أجل QS‏ ۰۲ 
6 لیکن (E,Z,v)‏ فضاء قياس مؤشرًا. 
(i‏ أثبت à‏ (4)|م| > |(۸)/|ء لكل ۸٤2‏ . 
ب) أثبت أنه إذا كان ald A‏ موجبًا يحقق .[v(A)|  A(A)‏ لكل «AeZ‏ 
فان |v|(A)<A(A)‏ لكل «AEX‏ أي أن التغيّر الكلي |v]‏ هو أصغر قياس 
موجب يحقق المتباينة في أ). 
6 لیکن // و v‏ قياسين مركبين على adi .(E,E)‏ أن 





[ut v|x|u|-lv| 
القضايا الآتية‎ cj و ۷ قياسين مؤشّرين على (<,ع). أثبت‎ u ليكن‎ OF 
ب( || >> إبر|‎ v<<p (i 


V >> وب‎ v'««u (c 
و ویر ثلاثة قياسات موجبة على فضاء قابل للقياس‎ 15 cu, لتكن‎ 08 
.(E,E) 
أثبت الخواص التالية:‎ 

1) وم لم و وس لدجم يستلزمان وم (us ua)‏ 

2( ۸ >> و رمرم يستلزمان 4470 

3( مک ور تستلزم -H1<< Hz‏ 
9 لیکن u‏ قياسا موجبًا على (E,E)‏ و v‏ قیاسًا موشرا على .(E,E)‏ آثبت 
أن |v|«u‏ إذا ولذا فقط pu‏ > ۷ وير > ۷-. 


0 لیکن (E,Z,v)‏ فضاء قياس مؤشرًا. آثبت أته Us AEX Qs‏ 
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v* )۸( - sup(v(B):Bc A, Bex} (i 
۰۷ (م)‎ - sup[-v(B):Bc A, Bex} ب)‎ 


osa 7‏ بر ۲ و 2 ثلاثة قياسات على .(E,Z)‏ آثبت 4 إذا كان 1۷ ۸ 
و 1۷ ۸2 فان (Atp)lv‏ 


(n), oss 2‏ ترقیما للأعداد النسبية في [0,1]. نعرف 


v(A)- , (C9‏ لكل مجموعة جزئيّة (ل)-قابلة للقياس A‏ في 


1:۸ 
]0,1[. 
(i‏ أثبت v o‏ قياس مؤشر على L).([0,1],[0,1] VL)‏ عشيرة dug)‏ 
على (R‏ 
ب) أوجد تفكيك هان ل ۷. ج) أوجد تفكيك جوردان ل ۷. 
ERR gst 8‏ المعرفة ب 
!)21( 
Edens (xed a eres‏ رایخ 
x«1‏ ,0 
أثبت o‏ ما يلي 
.V<<m (i‏ ب) أوجد تفكيك هان. (c‏ أوجد تفكيك جوردان 


4 نعتبر (N,9(N))‏ والقياسين المعرفين ANS‏ 0 -(2)مر» 
x 2"‏ درم)س و v(A)= E X «v(2)20‏ على .(N,P(N))‏ 


(i‏ هل u«cv‏ أو ير >> ۷؟ 
ب) هل الخاصيّة: 


۸٤٤2 .u(A)«ó كلما‎ v(A)<e ع يوجد 5>0 بحيث‎ < 0 US 
و ۷؟‎ u صحيحة؟ وماذا تقول عن صحتها عند تبديل‎ 
لكل‎ «v(A)- [,e "dm و‎ m أجب على نفس السؤالين بالتسبة لقياس لوبیغ‎ 
- Ae B(R) 
أثبت أن‎ .(E,E) و 2 ثلاثة قياسات -منتهية على‎ vu ليكن‎ 6 


i4 du d : Ee s 
ولدينا ك = جك ۸2-تأك.‎ uA و ۸ >> لا فان‎ u«cv إذا كان‎ (i 
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ب) إذاكان gi) HEV‏ ١ا>>ير‏ وير >> ) فان 1= 4 › بر-تاك. 
(c‏ إذا کان u««v‏ و A««v‏ فان u)««v‏ +2) و Aatu) da, de‏ 


«-تأك. 

6 لتكن E‏ مجموعة غير قابلة للعد. نعرّف على (E,P(E))‏ القياس 
الموجب در ب 0-(4)//ء إذا كانت A‏ قابلة للعد. و مه+ - (۰۸,)۸ إذا 
کانت ۸ غیر 

قابلة للعد. لیکن ۷ قیاسًا موجبًا آخرًا على (E,P(E))‏ معرّقا ب 
«v(A)20‏ 

13 كانت 4 قابلة للعد. و1 = (۰7)۸ إذا كانت A‏ غير قابلة للعد. 

usv أثبت أن‎ (i 

ب) أوجد SE‏ كدالة موجبة قابلة للقیاس ذات قيم في نصف المستقيم الموستع 


Rt 
ج) أثبت أن ا غير موجودة.‎ 

8 + فون‎ PES "am D dv ويه‎ of 
.۷ قياس موشتر منته أو مركب‎ US أن ال - ان من أجل‎ agi 7 








ABEL ost 8‏ نعرّف على £ القياس الموجب 
2m(An + m(BNC)‏ -رع)س الكل .Ce£‏ 


u««m أن‎ ad (i 

=( أوجد مشتقة رادون - نيكوديم E‏ 

19 لتكن E‏ مجموعة قابلة للعدا و V = óa) - 3ó(5)‏ ) حيث (x)‏ قياس 
oU‏ عند (XEE‏ مع -a+b‏ 

1 أثبت أن القياسين [ه,م-[ ج v,u:9 (E)‏ هما ح-منتهيان 

و V<< Ue‏ (حيث He‏ يرمز إلى قياس العذ). 

dv 

du, 

3) ليعن ۴ بحيث cce a,b‏ أثبت أنه لا توجد دالة f e9X(E,9(E))‏ 





2( أحسب 


بحيث 
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(VAcE), v(4)- faf dêc) 


20 لیکن (E,Z,u)‏ فضاء قياس بحيث u(E)=1‏ . نعرّف 
(VAeZ) «v,(A)= jihdu s v(A)= f, fdu‏ و )1 «(Vn2‏ 
حيث f,‏ و f‏ دوال قابلة للقياس -.(Vnz 1) «v, (E) - v(E).s‏ 
adi‏ أن f‏ رل di-y‏ يستلزم أن 
lim sup|v, (A) v(A)|= 2 lim kf, - fdu-o‏ . 








nO ۸‏ 
7 نعتبر الفضاء (R, C, m)‏ وقياس العدّ py,‏ . نعرف على (RL)‏ 
القياس المؤشّر ۷ ب 
كف[ +([0,2]حم)م - ([0)هه)ير - (م)س عن „AeL‏ 


v بالتسبة ل‎ R أوجد تفكيك هان ل‎ (i 
.۷ ب) أوجد تفكيك جوردان ل‎ 

ج) أوجد تفكيك لوبيغ ل |v]‏ بالئسبة ل ب. 

3( أوجد مشتقة رادون - نيكوديم للجزء 'ذي الاتصال المطلق" ل Aut, fy]‏ ل 
.m‏ 

22 لیکن vs u‏ قياسين »-منتهیین على .(E,Z)‏ أثبت أنه إذا كان u-v‏ 


-u({xee:$4(x)=2})=05 ۷ >> u فان‎ v««u-v قياسا بحيث‎ 


28 نعرف على (R, C)‏ القياسين الموجبين // Vs‏ كالآتي: 
fusce" dm» H(A) = [,e * am‏ -(۷7)۸ لكل ۸ ۸. 
(i‏ أثبت أن ۳ >> ير >> ۷ . 
ب) ad‏ أن بر >> ثم آوجد du‏ 
ج) آثبت أن العلاقة ۷ >> رم غير صحيحة. 
2( آوجد تفكيك dag)‏ ل بر بالئسبة إلى ۰۷ 
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المصطلحات العامة 


ملاحظة: هذه المصطلحات مرتبة حسب المفردات العربية. 
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Probabilité 
Measurability test Critére de 
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Divergence d'une 
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BUM. ا‎ 5 Pe m 
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.oyenne 9 ]. 
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Support of a function | Support d'une 


fonction 
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Fonction 
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Fonction étagée 
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Fonction 
..],1Uumérique 
Fonction 

sommable 
Measurable mapping | Fonction 
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Fonction intégrable 
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Continuous function 
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bornée 
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function caractéristique 
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2) Separability 


Probabilizable 








see SPACE 
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subspace mesurable 





Separable space 
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Espace vectoriel 
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Espace séparé 





Vector space 
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Puissance du 
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convergence 
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convergence root 
theorem es 
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sequence 
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Set of measure zero, 


„negligi null - 


p-null set 
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élémentaire 


T Partie, sous- 
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Conjugué 
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Integration by parts | 
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